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INDLEDNING TIL DIFFERENTIALGEOMEIRIEN

Det er hensligten i denne indledning at give laseren en
introduktion til begreberne differentiabel mangfoldighed og
differentiabel afbildning. Den generelle teori vil dernast
senere blive udviklet 1 en rzkke afsnit under fzllestitlen
DIFFERENTIABLE MANGFOLDIGHEDER.
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O den grundleggende notavion vil vi her hun gore uogle fA
remrkninger.

i afbildning £ fra en mungﬂe‘ A til en uengde B wvil vi
betegne med I: A ——> B eller A fes B. Hvis f: A-——>+ % oz
g B> C Dbetegner gf: A-=—>C ¢ller goli A -—< ¢ mun

o

scrmensatterafbildning of © o g,
Vi vil ofte angive et system af afbildninger i etv diszrsnm,
=
som f.eks., A £ B —y C eller

=

}

|
&
S—

s

e

A7 i g og | h
i
“C

¢

ey

It

Qe

I et diagram interesserer vi os for mulige sammensatninger af
afbildninger. I "trekanten" kan vi kun danne én sammensat afbild-
ning, nemlig gff: A » C, mens '"kvadratet" har pracis to sammen-
saztninger, gf: A—>D og kh: A —> D, Hvis henholdsvis
h =gf og gf =kh, siger vi, at diagrammerne er komrutative.
Generelt siges et diagram at vare kommutativt, nidr alle sammensat-
ninger af afbildninger i diagrammet mellem to vilkarlige mangder'er
sammenfaldende.

Oymave. Vis, at nedenstéende diagram er kommutativt, hvis
"trekanten' og "kvadratet" er kommutative

B
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At et diagram or kommutativt, angiver man ofte siAledes:

A G;l[g



Hvis A er en vilkarlig maengde, betegner 1,: & —> A  den
identiske afbildning af A pd sig selv.

Hvis f: A -——>B c¢r en vilkdrlig afbildning, cg -¢a eor
en delmengde af A skal f|C: ¢ —-> B betegne restriktionen af
f ti1 C.

Punkter i en mangde vil vi som regel baotegne med D eller (.
For punkter i et vektorrum vil vi ogsd bruge vektornotationen b, a.

A

1. Puklidiske rum.

Det n-dimensi~male euklidiske rum, der bestdr af alle reclle
talszt u = (uy,°*",u ), vil vi betegne med E°.

B kan som bekendt udstyres som et reelt vektorrum med indre
produkt ved fglgende definitioner:

(u1uol’un) + (v1,o.-,v ) = (u1+v1’ooo,u +v )

n n n

a'(u1,°'-,un) = (au1,"°,aun)
(u, ¥) =i37'uivi (indre produkt)
Den xanoniske Masis i dette vektorrum udggres af vektorerne
&4 % (1,0,004,0), ", &, T (0y+++,0,1).
V.hj.a. normen ||+i| hgrende til det indre produkt kan E!
uéstyres som metrisk rum med metrik d defineret ved fastszttelsen:

aly, v) = llu - vl = (%i; (ui_vi)g)%

for cthvert n, EEEn.

Ui har dermed pdlagt E" to matematiske strukturer, en linear
ctruktur og en topologi. I det fglgende skal vi skiftevis mgde B
- orellovee zom oveltorrum og topologislk rum (metrisk rum).



Da afbiidringerne

+ : BhxER
o B —s

> il

defineret ved henholdsvis addition og multiplikation med recl
skalar, begge eor kontinuerte, siger man, at E® med denne vtkior-
rumsstruiktur og topologi er et topelogisk velttorrum.

Hvis ngk har vi naturlige afbildninger I: EP ——s i+ oz
P: X > E® defineret ved

I(u1,"',un) = (u1,"',un,0,"',0}

P(u-], : ”71’-1() = (u1s "':un)

Vi bemzrker, at P2l = 1En.

ning, og den surjektive afbildning P for den naturlige pr¢inktion.
I dst fglgende vil vi for ngk ofte identificere E° med

sit billede I(E%) 1 EX og derved opfatte E" som et delrunm

af Ek; skrivem&den En'QEk vil blive benyttet. Dette volder ingen

vanskeligheder, rent faktisk kunne vi have defineret alle eul:lidiske

rum som delrum af et enkelt rum E® (se nedenstdende opgave).

Den injektive afbildning I kaldes for den naturlige ::d 2g-

Opgave 1. Definer det uendelig dimensionale euklidiske rum
E® som mengden af alle reelle talfglger 3 = (agy*tyuyto0),
hvor Uy $+ 0 for hglst cndelig mange n. Definer dernsst for
ethvert n afnildningen in: E? — B® ved fastsattelser

in(u1g "',un) = (u1,°°"1]h’070,--|)

Vis, at E® pd netop én m&de kan udstyres som reelt vektor-
run med Iindre produkt, siledes at in er linezr og bevarer dot
indre prouukt for ethvert n.

ior n$k skal IE = 1: En-—-“*lfc betegne den naturlige

i
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Vis, at filgende diagram er kommutativt
B
I T'T;::§Ef°
Vis, at hvis X er et vilkirligt topologisk rum og
jn: i —— X} et system af kontinuerte afbildninger, s&
n = jk°1§ for ngk, da findes der en entydig bestemt kontinuert

afbildning F: E°°-——9'X, sédledes at fglgende diagram er kommuta-

tivt:

e, T

Eh
i

K \\¢; 0o

In /fE X
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Begrebet tangentvektor til E" vil komme til at spille en

vaesentlig rolle.

Definition_1.1. En tangentvektor yp til B bestar af

2 punkter i En, et fodpunkt p og en vektorpart v.
Tangentvektoren xp genspe jler begrcbet 'et orienteret linie-
stykke ' med begyndelsespunkt p og endepunkt b + v, Hvis vi som
sedvanlig identificerer E3 med det fysiske rum via valg af ret-
vinklet koordinatsystem, vil vi derfor ogsi afbilde xp som et
orienteret liniestykke, der udgar fra p og ender i p + V.

L4
P P

u/// v
Man fremhever ofte fodpunktet p for tangentvektoren yp ved
at tale om en tangentvektor til ol i punktet EEEEn.

Bidde fodpunkt og vektorpart for en tangentvektor til E” har

betydrning, vi understreger, at tangentvektorcrne Mp ag Hq til

EY wun er ens, hvis bdde p =g og ¥ = ¥.



Samlingen af alle tangentvcktorer til BC i QE:Wn vil wvi
betegne med TpEn.
Der findes c¢n kanonisk bijektion
ty B —— TpE“-
defineret ved fastsattelsen:

V_YEEn : tp(M) =xp

Da t,0 er en bijektiv afbildning, findes der en cntydig
bestemt lineer struktur pd TpEn, séledes at t_ bliver en
isomerfi mellem vektorrum. Hvis v , w éETpEn 0g a er et reelt

tal pliver denne vektorrumsstruktur pé TDEn netop fastlagt,
saledes at ’

Y, tu, = (z+.v.r)p og av,

Vektorrummet TpEn vil vi kalde tangentrummet for ol |
pEEY,

Da E° or n-dimensional far vi trivielt fglgende sztning:

= (ax)p

—_—— T

Hvie {;g1,"',gn} er den kanoniske basis for E7, vil vi

kalde {(§1)p’°"’(§n)p§ for den kanoniske basis for TpEn.

Opgaver.

I de fglgende opgaver betragtes en rakke specielle afbild-
ninger i euklidiskec rum.

Definition. En afbildning F: E} -—s ph kaldes en isometri

Vi, veB™: a(F(u), Fly)) = dla,v)

. . : -n gt 5
En lincar afbildning A+ EY —--> E" kaldes en ortogonal
. | " .
transiormation i K, hvis

WVu, v B™- (Au, Av) = (g,v)



Hvis a €E' er et fast clement i E® kaldes aftildningen
(% B ——3 E® definerct ved fastszttelsen

VgEEn: ’L‘é(y_) =3 +U
for translation i E® med gEEn

. . . . =
Vi betegner mengden af isometrier i E' med é;(n), rengdon
ortogorale transformationer i EP med O(n) og mangden af trauc-

lationer 1 B med d(n).
Opeave 2. Vis, at é;(n) er lukket under sammensztnirz.

Opgave 3. Vis, at 0(n) er en gruppe med sammensatning som
kompositionsrcgel.

Opgave 4, Lad {aij} vere matrixfremstillingen for er.
line@r afbildning A i E® m.h.t. den kanoniske basis i B,
og lad {aijitr betegne den transponerede matrix.

Vis, at A €0(n) hvis og kun hvis {aij}-faij}tr = I, hvor
I er identitetsmatricen.

Opgave 5. Betragt A €0(2). Vis, at der findes et entydigt
vestemt tal 6€ [0,27 [, siledes at matrixfremstillingen for A
i den kanoniske basis for E2 har formen )

cos ® -siné cos® sine
eller
sin® cos#® sin® -cos©
Opgave 6. Antag, at Feg(n) og at F(Q) = Q.
Vis, at F c¢r linear og at Fe0(n).

Opgave 7. Vis, at iﬁ%)er en gruppe under sammensatning, og
at

g_eE“"‘N’c"ge T?n.)

bliver en isomorfi af den additive gruppe for E® pa denne gruppe.



Opgave 8. Vis, at enhver isometri FEg(n) i E' nar en
entydig fremstilling pd formen F = TeA, hvor TE€ Té)og Aeo(n).

T kaldes translationen hgrende til F og A den ortogonalc
transformaticn hgrende til F.

0 ve 9. 'Vis, at é(n) er en gruppe under sammensatning,
og at T (n) og 0(n) er undergrupper heri.

g(n) kaldes ofte for don euklidiske gruppe i E® og O0(n)
den _ortogonale gruppe i ER,

2. Differentiabilitet.

Differentiabilitet er et s& afggrende begreb i differential-
geometrien, at det berettiger til en sarskilt omtale. En del af
definitionerne og sztningerne i det fglgende er allerede velkendte
fra analysen.

Lad U vare en 3ben delmengde af E°. Hvis PEU er et
punkt 1 U, skal U(p) vare den &bne delmsngde af En, der
fremkommer ved at parallelforskyde U med vektoren -p, d.v.s.

Up) =ft el + teul.

Det er klart, at U(p) er en &ben omegn af O€E® for
ethvert p €U,

Som bekendt kaldes en funktion &=U(p) — E' for en
g-funkticn, hvis €(0) = 0 og & er kontinuert i 0, d.v.s.
£(t) —> 0 for L —> 0.

Definition_2.1. En afbildning F: U —> E™ siges at vare

differentigbel i p€U, hvis der findes en lincar afbildning
P g —— " og en g -funktion £: U(p) > Em., sdledes at

F(p+t) - F(p) = o) + @)l
for cthvert 1t €U(p)




Det er let at indse, at der hgjst findes én line@r afbildning
P: B — E', der opfylder kravet i definition 2.1. Hvis F er
differentlabel 1 p€U er den linemre afbildning ¥ altsi enty-
dig bestemt. Man kalder denne linezre afbildning for differentialet
af F 1 p, og benytter traditionelt betegnelser som dF.E’
dF(p) eller DF(p).

Hvis F: U ~—> E® er differentiabel i DeEU, ser vi, at den.
affine afbildning F: U —3 E' defineret ved fastszttelsen

Ya€eU: F(g) = F(p) + dF, (g-2)

er cn approksimation til F 1 p. Man siger derfor ofte, at diffe-
rentialet af F 1 p er den linezre approksimation af F i p.

Hvis U er en &ben delmangde af E1, og F: U ——> E

er differentiabel i p€eU, er 4F_: E1 —_ E‘I blot multiplika-
tion med en konstant, nemlig d4F (31) hvor €4 er den kanoniske
basisvektor i E + Denne konstant er den sadvanlige differential
kvotient af F 1 p. Hvis parameteren pd E:1 kaldes u, vil vi
betegne differential kvotienten af F 1 p med du (p) Vi no-
terer til senere brug, at

lei’cp) = dF (e,)

Hvis A: B — Em selv er en line#zr afbildning, er det
klart, at A er differentiabel i ethvert punkt pecE", og at
dA_ = A for ethvert pe€E". Specielt er den identiske afbildning
1En ER ——— g} differentiabel med

(d‘lEn)P= 1En
for ethvert _QEEn.

Om sammensztning af differentiable funktioner gzlder en
yderst vigtig sztning kendt som kadereglon. Lad UEE" og
VSE" vare &bne delmangder.
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Sgtning.2.2. Hvis F: U ——> V er differentiabel i p« U,
og G V—> B or differentiabel i F(p) €V, da er sammersat-
ningen GeF Qdifferentiabel i p €U og for de tilhdrende diffe-

rcntialer gelder, at

d(GOF)p_ . dGF(Ef de-

Det anbcfales l®seren at gennemfgre beviset for denne sztnirng,

Antag nu, at U er en &ben delmangde af E%, og at
F: U—> E" er differentiabel i p€U,
Lad 291,"',gnk og {31,"',xm} vere de kanoniske baser
Zor nenholdsvis E® og E®, og lad msn-matricen {aij} be-
skrive den linezre afbildning de: E? == ' i disse baser.
Evis f1,"-,fm: Ug— E1 er koordinatfunktionerne for F, d.v.s.

VgEU:Fm)=(fﬁgL'”JhMJL

08 E£43°""s&," U(p) —> E1 tilsvarende er koordinatfunktionerne
for £: U(p) — E', betyder dette, at

B @) - 6@ =2 eyt €Wl
for ethvert i = 1,°**.,m og enhver vektor % = (tqyy+e+yt ) € U(R).
Ser vi kun pd tilvakster ¢t =Agj reduceres denne ligning til
fi(pthe;) - £3(p) = aij°h + Ei(z\gj)ll\l
Definerer vi nu den reelle funktion af en reel variabel gij
ved fastszttelsen gij(k) = fi(E+X§j) for ethvert ) s&
B +>*§j €U, viser ovenstdende ligning, at gij er differentiabel
i 0 med differential kvotient aij' Denne differential kvotient
kaldes den partielle afledede (af fgrste orden) af £, i punktet
p m.h.t. den j'te koordinat i E". Vi vil bruge betegnelsen
éfi(p) for dennc partielle afledede. Vi har altsé
auj 3¢
A3 7 éii (»)
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Matricen, der bLeskriver dF_ i de kanoniske baser for
og I_-.m, er sdledes netop matricen af fegrste ordens particllo
alledede af koordinatfunktionerne for F i peT.

Idet vi sztter Afi(.Q;.t.) = fi(p_+_t) - fi(g) gelder altsa:

)
afyie)| | Ofy - 3f, t) [&@
. 3—11—1(2) é"‘;(n) . ’
. 2 . . . ;‘\r" = >HL‘i
af, (pjt) af Sncy) - My oy ) V) EnE)

af;
nxn-matricen {au (,p,)}' kaldes Jacobiant matricen for F i peEU.

Hvis F: U —> E® er differentiabel i ethvert punkt p €U,
siger vi, at F er differentiabel pd8 U, I s3 fald far vi en
rzkke reelle funktioner

T
oy
iy

hvis verdi 1 p €U netop er den antydede partielle afledede i p.

Hvis disse funktioner igen er differentiable pd U giver de hver
anledning til en rakke nye partielle afledede, f.eks.

o o, 1
buk(-&;?). U—> E

Disse afledede kaldes de partielle afledede af anden orden af
koordinatfunktionerne for F. Vi vil bruge betegnelsen
o 9%
auk au auk (au

Vi kan nu induktivt definere partielle afledede af orden
3,“,!...

: U ———3 E1




Definition_2.3. FPBn differcentiabel afbildning F: U --——> E®

siges at vare glat (eng.: smooth) cller af llasse oo pa U,

=]
" . -

hvis alle de particlle afledede af vilkarlig hgj cordan af koordi-

bl

natfunktionerne for F eksisterer pad U.

Generel_Antagelse. Nar vi i det fglgende taler om diffcren-
ticbilitcet, mener vi altid af klasse C. Nar vi bruger det 1lidt
"svagere" udtryk differentiabel og ikke glat skyldes det, at langt
de fleste overvejelser kun krever differentiabilitet af klasse Ck
for k = 1,2°**, d.v.s. existens og kontinuitet af alle partielle

afledede af orden til og med k.
Definition 2.4. FEn (parametriseret) kurve i E° er en dif-

R e e e e e -

ferentiabel afbildning «: I —> E' defineret p& ot &bent
interval I af den reelle talakse E1.

I kaldes parameterintervallet for e og den uafhangige
variable 1 I (som regel betegnet med t) kaldes parometeren eller
tids-parametercn pa o . Som allerede antydet i definitionen ude-
lader man som regel ordet parametriserct og taler slet og ret om
en kurve i E".

Lad nu o : I —> E® vare en kurve i En, og lad
olyy 70 I e E' vare koordinatfunktionerne for X .

Idet g4 er den kanoniske basisvektor i E1, betragter vi
for ethvert te€I fglgende vektor i E1:

de () = ((deg)y(g)y " (A ), (o).

Hvis vi indfgrer betegnelsen

a=eey =
ge(t) = deg (24)
kan denne ligning skrives pad formen

dot,

a
G0y ) = (cpy .. S

dt
dety
hvor EE_(t) som sadvanlig er differential kvotienten af o,

i telI.
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Definition 2.5. Ved hastighedsvektoren o (t) pi& kurven

===t 1

o« I —> E? til tiden teI forstdr vi tangentvektoren
= (9

til E? 1 &(t).

Hvis o'(t,) #+ O til tiden t, €I kan vi definere tangenten
til o« i punktet pg =g((t0) som linien

= 1, 4 = NeL S
Ty ={ae®| It er’: q = p_ + t'-d%(c )}

Hvis of specielt er en kurve i E3, og vi som szdvanlig
afsetter o('(t,) ud fra p, =a£(to), ser vi, at o('(t ) bliver
et orienteret liniestykke pa Tpo( .

: o

(L)

0 o4CE) Tpx
NAr man benytter definitlionsligningen for differentiabilitet,
indser man let, at oplysningen %(to) +0 medfgrer, at der findes

en aben omegn I, af t €I, sdledes at ok(t) *a((to) for
0
ethvert tE€ It; {toll

Idet dfe((t), Tpo() betegner afstanden fra punktet o((t) til
o

linien Tpo(, kan man nu bevise, at

(o]
1im dx(t), Tpac )

e =
P T% T, v, 00

for te Iy {t.}.

Dette viser, at vinklen mellem tangenten til of i P, ©8
sekanten gennem p_ og o (t) gidr mod 0, nir punktet  (t)
gar mod Pg e

Opgave 1. Verifiecor ovenstacnde.



1,

hastighedsvektor pa en kurve i E.

Lenna_2.6. Enhver tangentvektor til E® kan opné&s som

Beyis. Lad _gp ETpEn vere en vilkarlig tangentvektor til
E', Hvis vi definerer kurven o : E' — E® ved fastszttelsen

VteE:at(t) =p + ty

er det klart, at o' (0) = Y- Dermed er lemmaet bevist.

Det er klart, hvordan en kurve skal afbildes ved en differen-
tiabel afbildning. Lemma 2.6 giver os derfor en mulighed for at
afbilde tangentvektorer. Vi vil nu ggre dette prezcist.

Lad U&E™ vare en &ben delmezngde og lad F: U — E® veare
en differentiabel afbildning.

Hvis IQE1 er et 2bent interval omkring O €E og
o I —>F% er en kurve i E%, s8 o¢(0) =p og «(I) g0,
bliver @ = Faz I — E" en kurve i E™ med p(O) = F(p).

2

P

Fp)

L4

Man kan nu spgrge om relationen mellem hastighedsvektorerne
for o¢ og @R til tiden O€T. Kedereglen viser, at

%%-(0)

+ Vi far derfor

8B o(eq) = B (o) (et (2))
d
4F (§5(0))

8'(0) = @ des
p(0) = (a%(o_))P(o) * (daF, GF0)p ey
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Hvis vi indfgrer isomorfierne t: EP — T B og

L] m 1
tF(p)" E" — TF(p)Em, ser vi, at denne relation kan skrives
pa formen

] - o -1 !
B1(0) = b af et e (0))

Dette er den sggte relation mellem hastighedsvektorerne
«X'(0) og @B'(0).

Med denne ligning som motivation definerer vi nu den lineare
afbildning
. B
F*p‘ Tpu _>TF(p)Em

som den entydigt bestemte afbildning, der ggr fglgende diagram

kommutativt:
tp 1 1 1-‘F(p)

TpEn.----—é TF(p)Em

D.v.3, vi saztter

_ -1
F*p = tF(P)Odeﬂtp

ETpEn fglger heraf, at
Fyp(¥,) = (@F (¥))

H
vis xp

~“p F(p)

P.gr.a. den nzre sammenh&ng mellem de og F,  kalder man
ogsd den linezre afbildning F*p for differentialet af F i p.

Ogséd betegnelser som den inducerede afbildning af P eller
tangentialafbildningen for F 1 p anvendes hyppigt.

Hvis o: I — E? er en kurve som i optakten, ser vi, at
B'(0) = (R)'(0) = F, ('(0))
Indholdet af denne ligning kan kort udtrykkes ved at sige,

at F*p bevarer hastighedsvektorer.
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Kedereglen kan udtrykkes v.hj.a. de inducerede afbildninger.
Idet UgEn og '\IC,'Em cr abne delmangder giver satning 2.2 straks

Sztning_2.7. Hvis F: U——>V er differentiabel i pe€U,

cg G: V -3 er differentiabel i F(p) €V, da er sammenszt-
ningen GeoF differentiabel i pelU, og
(G°F)*p G*F(p)° F*p

Da (d1En)p = 1En for ethvert pEEEn, fglger det ogsé
straks, at

(1En)*p = 1TpEn
for ethvert pe B,

Betragt nu igen en differentiabel afbildning F: U —> E*,
hvor U er en aben delmzngde af En, og lad p €U, Lad endvidere

f1,°°°,fm: Jg— E1 vare koordinatfunktionerne for F,

. of . k
TpEn og TF(p)Em ved Jacobiantmatricen {51‘_(2) .
J

Sztning_2.8. Fap fremstilles i de kanoniske baser for

Bevig. Lad {eq °*"»e 8 o8 {¥;,°*+,¥,} vare de kanoniske
baser for henholdsvis E" og E®. TFra tidligere observationer ved
vi, at Jacobiantmatricen fremstillier de i disse baser, d.v.s.

aF (e, = i aui(P) v

Heraf fglger let, at

((_Q ) ) —*Zbu (p)- (_‘Zl F(p)

Dette er netop, hvad vi skal vise.

Definition 2.9. Ved prangen af den differentiablc afbildning

F- U -—-— B i p €U forstdr man rangen af den lincere afbildning
B
F T 5° ——> Tn(p)L 5
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Som bekendt defineres rangen af en linezr afbildning som
dimensionen af dens billedrum. Det er ogsé velkendt, 2t man kan
finde rangen af en line@r afbildning som rangen cf en vilkarlig =2
dens associerede matricer, der pa den anden side bestermmes son det
naximale antal lineart uafhaengige sgjler (lig det maximale antal
lincert uafhengige rakker) i matricen.

V.hj.a. ovenstaende bemzrkninger viser man nu let fglgende
satning.

Fr U~—>E" 1 p EUgEn kan bestemmes som

Setoing_2.10. Rangen af den differentiable afbildning

. Di i af P, (T E®
1 imensionen a *p( : )
2. Dimensionen af de(En)

3. Det maximale antal line&rt uafhangige

sgjler i{g_f%(p)}
h|

%Y. Det maximale antal lineart uafhsngige

rakker i éfi( )}
ibuj P

Bevis. Til 2. benyttes at t

og tF(p) er isomorfier.
Til 3. og 4. benyttes sztning 2.8.

b

Definition_2.11. Den differentiable afbildning F: U -—— E"

siges at vare regulsr i p EUgEn, hvis en af fglgende zkvivalente
betingelscr er opfyldt

Role Pyl TpEn -— TF(p)Em er 1-1-tydig.

R.2. Rangen af F 1 p er lig n.

Opgave 2. Vis =kvivalensen af R.1. og R.2.

Hyis F: U —> E® er regular i ethvert punkt pe€U, siger
vi, at F er rcgular pd& U eller blot, at F er regular.
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Eksenpel 2.12. Lad ot: I — E? vare en kurve i E%. Da

' de( =

= ol ((2),)

for ethvert t €I, er det klart, at o er regulazr i te€I hvis
og kun hvis ¢K'(t) # 0 (overvej dette). Hvis o er reguler i
t €I har kurven derfor som tidligere bemarket en tangent i c((t).

Fksempel 2.12. slut.
Definition 2.13. In differentiabel afbildning F:r U ——— V

mellem &bne delmengder af euklidiske rum siges at vare en
diffeoniorfi, hvis der findes en differentiabel afbildning

G: V-—> U, sdledes at GF = 1; og FG = 1y.

Af definitionen fremgar det, at en differentiabel afbildning
F: U—>V er en diffeomorfi, hvis og kun hvis den er bijekziv, og
den inverse afblldning F—1 = G: V-—>U er differentiabel.

Setoing 2.1%. Lad USE' og VSE" vare abne delmangder.
Hvis F: U—~—>V er en diffeomorfi er F regular pa U og n = n,

Bevis. Lad G: V—>U veare den inverse afbildning til F,

og betragt peEU.

Da GF = 1U og FG = 1v giver satning 2.7:

G*F(p),F*P = 1TpEn og F*p’G*F(p) = 1TF(p)Em

Disse ligninger viser, at F*p er en isomorfi mellem det
n-dimensionale vektorrum TpEn og det m-dimensionale vektorrum
TF(p)Em. Derfor er n =m. Da vi samtidig specielt har vist, at
F,. er 1-t-tydig, fglger det, at F er reguler i p. Da peU
var vilkarlig valgt, har vi dermed bevist, at F er regular pad U.

Konklusionen i sztning 2.14%. er tilstraeikkelig til at sikre,
at F 1lokalt c¢r en diffcomorfi. Dette ggres pracist i1 fglgende
wvigtige satning, setningen om inverse funktioner.
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Sztoing_2.15. Lad O vare en &ben delmengde af E?, og lad
F: 0 —> E' vare en differcntiabel afbildning. Hvis F er regu-
@r 1 pe€0, findes der &bne omegne U af p og V af F(p),

sdledes at F afbilder U diffeomorft pid V.

Vi vil ikke hcr bevise sztningen, men henvise lsseren til
f.eks. Rudin: "Principles of Mathematical Analysis" (thm. 9.17,
p. 193).

At satningen er rimelig kan antydes sfledes:

Den affine afbildning F defineret ved

Vq e E®: F(q) = F(p) + de(q-p)

approksimerer F i pe€O0,.
Da de er en isomorfi (hvorfor?) har denne affine afbild-
ning en invers, nemlig G defineret ved

Yqer™: Glg) = p + (de)'1(q-F(p))

Denne affine afbildning bliver den linesre approksimation
til den lokale invers for F i F(p).

Korollar_2.16. Lad O vare en &ben delmangde af E°, og

lad F: 0 —> E? vare en differentiabel afbildning. Hvis F er
regulzr pA O, da er F(0) en &ben delmangde af E-.

Beyis. Valg ifglge s®tning 2.15. for ethvert pe€O0 &bne
onegne Up og VF(p) af henholdsvis p og F(p), sdledes at

P afbilder Uy diffeomorft pa Vp(n) g3 or det klart, at

F(0) = pLEJO VE(p)

Dette beviser, at F(0) er en dben delmengde af E°.

Korollar. 2.172. Lad F: 0 —= E? varc en differentiabel

afbildning defineret pd en &ben delmsngde O af EX. Hvis F er
1-1-tydig og reguler pd 0, da er F cn diffeomorfi of O pad F(0).

Bevyis. F(0) er Aben ifglge korollar 2.16.

Da F cor 1-1-tydig, kan vi betragte den inverse afpbildning
F" '+ F(0) —> 0 ti1 F. Denne cr ifglge saztning 2.15. "lokalt"
differentiabel (hvorfor?) og derfor differcntiahel pid F(0). Dette

baviser, at F o¢r en diffeomorfi.

1
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Opgave. 3. Giv ot eksempel pad en 1-1-tydig differentiabel

afbildning F: E — E1 der ikke er en diffeomorfi. Regularitet
er altsi en ngdvendig forudsatning i korollar 2.17.

Vi far brug for yderligere 2 sztninger, der kan afledes fra
setning 2.15. Bevis for disse sztninger vil blive givet i Diffe-
rentiable Mangfoldigheder § 3.

Setning 2.18. Lad O vare en 3ben delmangde af E° si
€0, og lad F: 0 —> E' (med n4£k) vere en differentiabel
fbildning, sdledes at F(g) = o og sdledes at F er regular i

ke;
Qo€ " (skvivalent: har rang n i 9 €E®). Der findes da en

diffeomorfi G mellem 2 abne omegne af QEEEk, sdledes at GF
93 en 4ben omegn U af Q€E' har formen:

GF(uy,* yu ) = (ug,teu 0 ,0)

afbildning, sdledes at F(g) = g

QEEEn. Der findes da en diffeomorfi G mellem 2 4bne omegne af
0 €E", s8ledes at FG pa en &ben omegn U af o €E" har formen:

og sdledes at F har rang k i

FG(u1,"',un) = (ugy """ yuy)
for ethvert (uy,*-+,u )€U.

Opgaver.

Opgave 4. (Middelvardi sztningen)

Bevis v.hj.a. den klassiske middelverdi satning fglgende
satning:

Lad U vere en &ben konveks delmangde af En, og lad
f: U=—>E' varce on differentiabel funktion. Der findes da til
ethvert par af punkter p,q€U ot toEE]O,T[ , saledes at der

for p =7p + to(q-p) palder:

O

t(q) - £(p) = df_ (q-p)
Py
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Opgave 5. Bevis fglgende se&tning -

Lad USE' og VESE" vare abne delmengder, og lad X vere
en konveks deluangde af U, Hvis F: U—>3V cr en differen-
tiabel afbildning, sdledes at alle de partielle afledede for F
tilfredsstiller uligheden a_f"‘;' <a pd K for en vis konstant
a>0, da vil auj

[HEP(p) - P« n'mea-|lp-qf]

f'or ethvert p,q€K.

Opgave 6. Lad UGE" og VEE® vare &bne delmangder, og
lad P11 U=——=>V o0g G: V—> ]E:k vare regulare afbildninger.
Vis, at GeF: U ~——» X bliver regulear,

Opzave 7. Lad F: ER —~—s En vaEre en isometri i
E? (Fe&(n)).

Vis, at F er en diffeomorfi, og at der for ethvert
pEEn gelder:

Vv,weE: (de(_z), de(x))= (¥,x).
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D m ol er 1idisk T,

I differentialgeometrien undersgger man en klasse af topo-
logiske rum, de sdkaldte differentiable mangfoldigheder. Noglc af
disse opstdr pd naturlig mide som delrum af euklidiske rum, det
gzlder sdledes f.eks. kurver og flader i E3, der er objekterne i
den klassiske differentialgeometri. Vi vil her til en vis udstrzk-
ning betragte differentiable mangfoldigheder i euklidiske rum som
optakt til det generelle begreb.

Fgrst bemzrker vi, at der i ordet delrum ligger, at topolo-
gien er den inducerede topologi (sportopologien). At M er et
delrum af EX betyder altsd, at M er en delmangde af Ek, og
at M opfattes som topologisk rum med

T ={omlo aben1 <}

som system af &bne mangder.

Med ordene kurve og flade forbinder man henholdsvis noget

" 1-dimensionalt og 2-dimensionalt. Heri ligger, at man forventer
lokalt at kunne beskrive en kurve ved 1 og en flade ved 2
reelle parametre. En n-dimensional mangfoldighed beskrives til-
svarende lokalt ved n reelle parametre. For at kunne ggre dette
precist indfgrer vi fglgende definition.

Defiuition 3.1. Et n-dimensionalt koordinatsystem i B
er en 1-1-tydig, reguler afbildning x: D —> Ek defineret pé
en 4ben delmemgde D af E®, s&ledes at 3'1: x(D) =—>D er
kontinuert, ndr x(D) opfattes som delrum af BT,

Hvis x er et n-dimensionalt koordinatsystem i Ek er det
klart, at ngk, da x er regulazr. Kontinuitetskravene ggr x
til en homeomorfi af D pé& x(D).

Nogle eksempler kan miske belyse kravene til et n-dimensio-
nalt koordinatsystem i Ek.
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x(u1,u2) = ((u1)2,(u1)3,u2)

for ethvert (u19u2) € B2,

/'.-'3--? —4

W
et L
RS .
o

I punkterne p = 1(O,u2) "knakker" billedet. At billedet
her ikke blot er en glat deformering af planen skyldes at x
ikke er regulgr pad linien u, = 0. Hvis X19XpyXy T koordinat-
funktionerne for x kan vi afl®zse dette p& Jacobiantmatricen

2u 0
dx, '
auj = 3(111) 0
0 1
Det ses at rangen af x er 1 for u, = 0.
Exsempel 3.3. Xx° E1--—9 E2 defineres ved fastsazttelsen
x(t) = (t3 - ¢, 25)
1+t

for ethvert tEeER

X

TN

1 0 1 - |

X er her ikke Jd-1-tydig. I dobbeltpunktet
2 =x(1) =x(1) = (0,1) har man 2 mulige valg af vej. Der findes
derfor ingen omegn af ﬁ i x(E1) (opfattet som delrum af Ea),
der kan beskrives ved en enkelt reel parameter, eller anderledes
udtrykt: Der findes ingen omegn af p i K(E1), der cor
homeonorf med =t &bent inte -val,
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Ekseupel_3.4. Betragt det &bne interval I =7] -, ¥ [

og definer x: I — E2 ved fastszttelsen
x(t) = (sint, sin 2t)

for ethvert t €l P r'y

TN

LN
K

L 4

r ) o

Pilene pa kurven skal antyde, at nar p = x(0) = (0,0) vil
x(t) —>p for t—> - og t—>7T.

I punktet p har man igen 2 mulige valg af vej. Her skyldes
det, at x| ikke er Kontinuert (hvorfor?)

Eksempel 3.4. slut.

Hvis M er et delrum af E‘k vil vi kalde et n-dimensionalt
koordinatsystem x: D — Ek i Ek for et koordinatsystem
(eller et lokalt koordinatsystem) p& M, hvis x(D)gM.

Vi er nu klar til den formelle definition af en differentiabel
mangfoldighed 1 ET,

Definition_3.5. Bt ikke-tomt delrum M af EX kaldes for
en n-dimensiongl different m ] Ek_, hvis ethvert
punkt p€M har en aben omegn Up i M, som helt ligger i

billedet af et n-dimensionalt lokalt koordinatsystem i EX pa M.

Man markerer ofte dimensionen af M ved at skrive Mn

D [
‘\f\
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Vi bemerker, at en &ben delmangde D af i altid er en
k-dimensional differentiabel mangfoldighed i Ek. Lad blot
X° D—> Ek vare indlzgningen af D som delrum i Ek.

En 1-dimensional differentiabel mangfoldighed i Ek kaldes
ofte for en kurve i E° og en 2-dimensional differentiabel mang-

foldighed i Ek for en flade i Ek.
Lad os nu undersgge definition 3.5. i et eksempel.

Eksempel _3.68. Vi betragter enheds-sf@ren S% i1 p*7,
Pr. definition er s" fgigende delmengde af En+1:

s = { g, ru) EEP+1'3fi ()2 = 1}
<

Vi gnsker at vise, at S er en n-dimensional differentiabel
mangfoldighed i En+1.

o
SN
,{!.’T ‘;u-' ‘;ua

Betragt et punkt pesS", hvor un(_':_'1 >0,
Vi sdger et koordinatsystem omkring p. Lad dertil D vere
den &bns enheds-kugle i E%, 4d.v.s.

D = {(uy, ) e B3 1 (w22 <1},
l—_-
og definer x: D —> B! ved fastszttelsen
n 1
L N B — L BN N ] 2
x(uy, ,un):— (uq, 2U -VA - E; (ui) )

for ethvert (u1,"',un)E.D.
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Man viser let, at X er 1-1-tydig og differentiabel, og at
x(D)&S™ (gdr det). At x er regular, kan vi f.eks. se pi
Jacobiantmatricen:

sese O
-
-
L
-
L ]
-
-
3
[ ]
-
L ]
L -
e -
L ]
-

{3_’51 _
ou.y ~ -,
J O ..".....'..
Mn-.-‘] ax
W ....-S%J
Denne matrix har klart rang n pé& D.

Hvis P: En+1 —> E® er den naturlige projektion, er det
klart, at
.

X ' =Plx(®): x(D) =D

4~ -t @essew

=

Heraf fglger (hvorfor?), at =1 er kontinuert.

Vi har dermed bevist, at X er et n-dimensionalt koordinat-
system 1 B! pa s%. Da x(D) er en &ben delmengde af S" 1
den inducerede topologi (hvorfor?), kan x(D) bruges som omegnen

Ub af p 1 definition 3.5.

P4 helt tilsvarende mAde kan vi konstruere koordinatsystemer
omkring punkter p€ " med un+1<0.

Tager vi nu alle n + 1 koordinatakser i gt i betragt-
ning, ser vi, at man kan overdskke S med 2+(n+1) koordinat-
systemer af ovenstdende type.

Dermed har vi bevist, at s? er en n-dimensional differen-
tiabel mangfoldighed i E°+1.

Eksempel 3.6. slut.

Hvis en differentiabel mangfoldighed Mt 1 Ek kan over-
dakkes af et enkelt koordinatsystem, d.v.s. M' = x(D) for et
n~dimensionalt koordinatsystem x: D —> Ek i Ek, siger ian,
at mangfoldigheden er simpel.
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Opgave 1. Er S" simpel ?

Hvis D er en &ben delmsngde af E*, og f: D —> E' er
en differentiabel funktion, da er x: D —> E**' defineret ved
fastszttelsen

x(u1,-°-,un) = (uq," " u, f(u1,---,un))

for ethvert (u1,---un) €D, et n-dimensionalt koordinatsystem

i En+1
Opgave 2. Bevis ovenstaende.

Pelrummet
M= i(u-l,"','un, f(u1,"',un))l(u1,"'911n) ED}

i En+1 er derfor en simpel n-dimensional differentiabel mang-
foldighed i 1, Man siger, at en sadan mangfoldighed er af
Monge-typen (efter matematikeren Monge 1746-1818).

En hel razkke af differentiable mangfoldigheder opstdr som
lgsningsmangden til et system af ligninger.

Antag, at n<k og lad f1,---,fk_n:
differentiable funktioner. Man kan s& betragte lgsningsmangden
DdgEF til ligningssystemet

P E1 vEre

f1(u1’ooouk) = 0

L] - L]

fieen (g " ) = 0

Disse ligninger lzgger k - n ba&nd pd punkterne i X,
Under visse omstandigheder bliver lgsningsmangden s& en diffe-
rentiabel mangfoldighed i EX af dimension k - (k-n) = n. . Nar
£49°°°yfy_, opfattes som koordinatfunktionerne for F- EX —> kR
har vi fglgende satning:

F er k-n 1 ethvert punkt p€M. Da er M en n-dimensional
differentiabel mangfoldighed 1 EX.
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Peyis., Betragt peM. Ifglge satning 2.19. findes en

diffeomorfi G af en Aben omegn U af QtEEk pa& en &ben omegn
V af peM 1 Ek, sédledes at G(Q) = P, og sdlades at

FG(u1,-~-,uk) = (u1,'°',uk_n)

for ethvert (u ,"‘,uk)EIJ.
Da M =F (0) og G er en bijektion er det klart, at

MAV = {G(u1,"'uk)lu1 = ..o =0}
Szt derfor
D = é(v1’|oo,vn) EEn,(O,"‘,O,V1,"',Vn) EU}

og Gefiner x: D ——> Ek ved fastsattelsen

K(V1a 'V

n) = G(o,--r,o,v1,°'°,vn)
for ethveit (v ,++,v )€D.

Pr. definition er det. klart, at (D) = MMV, som er &ben i
den inducerede topologi pd M, og altsi en &ben omegn af p i 1
Vi skal derfor nu blot bevise, at X er et koordinatsystem i Ek
pd& M for at have fuldfgrt beviset.

Dertil indfgrer vi hjzlpeafbildningerne I': EP -— Ek Og

P': Bf - En, defineret ved fastsazttelsemne
Il(v1’|-ovn) = (O$°.'sO’V1"“’vn)
Pl(v1’ - -vk) = (vk_n+‘i 3 «n o,vk)

Da D= (I'Y"(U) er det klart, at D er 8ben i E®. Da
X=0G»I' p& D er det endvidere klart, at x er en 1-1-tydig,
regular afbildning, fordi G er en diffeocmorfi og I' trivielt
har disse egenskaber. Kontinuiteten af z'1: x(D) ~—>p fglger
let ved at bemzrke, at ;“1 =Pleg ! pd x(D),.

Vi har dermed bevist, at x er et n-dimensionailt koordinat-~
system i B pd M, Dette afslutter som tidligere bemzrket

beviset,
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Fra satning 3.7. fglger, at hvis ligningssystemet

*

f1(u1’...,uk) =0

L

TrnMqsososy) =0,
svarende til de differentiable funktioner f

har en lgsning, og Jacobiantmatricen

Y3 f,

au1 "eeesssensae a“}‘{'

¥ -
13...?fk_n: E ———QE‘ ’

-

|

har rang k - n 1 ethvert punkt af 1lgsningsmzngden M, da er
M en n-dimensionzl differentiabel mangfoldighed i Ek.

En mangfoldighed opstdet pé& denne mdde kaldes hyppigt en
varletet. Hvis funktionerne f1,"',fk_n specielt er polynomier
1 de variable Uygy ooyl taler man om en glgebralsk varietet.

Ekseuwpel 3.8. S" er en algebraisk varietet, idet den kan fis

som lgsningsmaengden til ligningen

- 2 2 -
£lugyeenyu q) = (uy) +.---(un+1) -1 =0

Bemzrk at Jacobiantmatricen

iaé_li;_ll ..-%‘J: (2u1,...,2un+1)

er forskellig fra O (har rang 1) pa S©.

Fksempel_3.9. Betragt ligningssystemet
2 2 N

f1(u1,u2,u3)
f2(u1,u2,u3) = u, + 2u3 =0
Man indser let, at lgsningsmengden M # @, thi

= 1, U, = Uy = 0 er en lgsning.
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Vi undersgger dernwest Jacobiantmatricen
RN [
,{inl _12u1 2u, 0

{
ongy o 1 of

I punkter aff M m& (uy,u,) ¥ (0,0) (fgrste ligaing). I
cegge tvilfelde u, $0 og U, 0 ser man straks, at rakkerne
er lircurt vafhangige. Matricen har derfor rang 2 pd hele M.

ilplge setning 3.7. er M derfor en i-dimensional differon-
tiavel mangfoldighed 1 ES (en kurve i EJ).
aigebraisk varietet. N

Det er her let at finde M ‘'geometrisk" som snitkurven
mellem lgsningerne til de 2‘11gninger hver for sig.

M er faktisk en

f,=0

. A
* ~
.
N
hY

M % Ale,

.-
)

Eksempel 3.9. slut.

Til sidst i dette afsnit beskaftiger vi os med topologien
rd en differentiabel mangfoldighed 1 et euklidisk rum. Det vil
her vzre rart at vide, at billedet af et koordinatsystem pd en
mangfoldighed er en dben delmangde af mangfoldigheden. Dette

ligger ikke i definition 3.5. og kraver et bevis. Vi gnsker altséa
at bevise fglgende satning.

Setnipg.3.10. Lad M vare en n-dimensional differentiabel
mangfoldighed i Ek. Hvis x: D —> Ek er et koordinatsystenm i
P4 M, da er x(D) en &ben delmsengde af M.
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Bevis. Betragt et vilkdrligt punkt p €x(D)g M. Vi skal
finde en &ben omegn af p i M, der helt er indcholdt i x(D).
Ifglge definition 3.5. kan vi finde et koordinatsystem
y: B ~— i g pd M, s& Q€ESE", y(Q) =p og y(E)

er aben 1 M (overvej dette). '

Da y* E—>y(E) er en homeomorfi og y(E) er &en i M
er det tilstrakkeligt at finde en Aben omegn V af 0¢E%,
sdledes at Vgy '(x(D)Ay(E), thi s& vil y(V)e x(D) vere en
dben omegn af p 1 M som gnsket.

Hvis vi kan vise, at afbildningen

T 3_1(_3,(D)g ¥(B)) — v~ (% (D)n y(E))

er differentiabel pi en éiben omegn M‘gx-1(_x(D)nM(E.))g E® af
x-1(p) 1 E® og regular i x"1(p), findes der ifglge s@tning
2.15. en &ben omegn UgU' af 5-1(p), der afbildes diffeomorft
pad en &ben omegn Vgxq(x(D)ﬂx(E)) i EP ar 0eEB. Dette
vil altsd afslutte beviset.

Vi strazber derfor nu efter at vise ovenstdende udsagn om
¥ k.

Ifglge satning 2.18. kan vi finde en diffeomorfi G af en
adben omegn af pé€ X p& en 3ben omegn af 0¢€ Ek, sledes at Gy
P4 en dben omegn V'C E af Q€E' har formen:

.Gx(v‘],-n-’vn) = (v1,lco,vn’o’no|’0)

for ethvert (v ,-.-,v )€V',

Da y: E—> y(E) er en homeomorfi og y(E) er &ben i M
bliver y(V') &ben i M. Idet X er kontinuert er U' = 5"1(2(‘1'))
derfor en dben delmangde af DgE".

Idet P: Ek —=> B betegner den naturlige projektion,
pastdr vi nu, at

(#) ¥ 'x =PoGox pd U',
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Da alle afbildnlnger P3 hgjresiden er differentiable vii dette
vise, at y g er differentiabel p& U'. Da samtidig
X=yo(y .Js) pd U',

og X harrang n i x (p), ma 1-13 mindst have rang n i
X (p) og derfor pracis rang n. For at have fgrt bevis for
setningen skal vi derfor nu blot verificere (x).

For at bevise () valger vi yue€U' vilkadrligt. Svarerde
til u findes et entydig bestemt y€V', saledes at x(uy) = x(xw).
Heraf fias
Gox(u) = Gey(yw) = (v,0)
og derfor
PeGox(u) =v =y 'x(u)

Dette beviser (x), og dermed er sztning 3.10. bevist.

Opgaver
2 2

Opgave 3. Lad K vare en kurve i E-. Opfat E° som
u1u3—p1anen i E3 og drej K omkring u3-aksen. Vis, at der

herved opstéir en flade M i B3, M kaldes en omdreiningsflade.
Vis explicit fglgende: Idet v betegner dre jningsvinklen,

J er et interval af langde < 27 og x: I-—— E2 er et

koordinatsystem i E2 P& K med parameter u€lI, da em

y: IxJ —> B3
defineret ved fastsazttelsen
x(u,v) = (x,(u)cosv, x,(W)sinv, x3(u))
for ethvert (u,v) € TxJ, et koordinatsystem i ES pd M,

Opgave 4. Botragt omdre jningsfladen 1 der fremkommer
ved at dreje cirklen med centrum (R,0,0) og radius r ( O<r<R)
i u1u3-planen omkring u3—aksen i E3. T kaldes en Torus.



33.

Vis, at afbildningen

1 1

x: Elx gl — g3

definéret ved fastsazttelsen
x(u,v) = ((R+r cosu)cos v, (R+r cosu)sin vV, T sinu)

for ethvert (u,v) eE'x B! er regular, og at ;x,(ETx E) =7,
Angiv dernast et koordinatsystem omkring et vilkirligt
punkt pd Torus.,

Opgave 5. (Fortsazttelse af opgave 4).

1) Lad m og n vare indbyrdes primiske hele tal og
definer afbildningen o : E1 ==—2> T ved fastsattelsen

VteE: o((t) = x(mt, nt)

Vis, at o« er en regular, periodisk kurve pda T og find
perioden.
At en kurve er periodisk med perioden p>0 betyder, at
«(t) =ol(t') hvis og kun hvis t' - t er et helt multiplum af vp.
2) Lad @ vmre et irrationalt reelt tal og definer

ol E1 ——> T ved fastszttelsen

VteE : (t) = x(t, @ t)

Vis, at o er 1-1-tydig og regular, og at o((E1) &T en
overalt tzt delmzngde af Torus.

Opgave 6. Betragt fglgende ligningssystem ra E“':-'
2 2
f1(u1,u2’u3’u]+) = (u1) + (u2) - 1=0
2 2
f2(u1 au29u3au)+) = (u3) + (u,_l_) - 1= 04

Vis, at lgsningsmangden M er en flade i E'.
Med notation fra opgave 4 skal man nu vise, at der definercs
en bijektion F: T --—> M ved fastsattelsen

Fix(u,v)) = (cosu, sinu, cos v, sinv)

for ethvert (u,v) € B x ',
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%, Differentiable afbildninger
Fglgende setning er nyttig i mange forbindelser.

Setoing 4.1, Lad M vare en n-dimensional differentiabel
mangfoldighed i Ek, og lad F: U — Ek vere en differen-
tiabel afbildning defineret pi en &ben delmengde U af EV,
séledes at F(U)S M. Hvis X3 D —> X er et n-dimensionalt
koordinatsystem i g pd ¥ sdledes at F(U)ex(D) 3 g, da er

1

2" 'F: Fl(x(D)) ——> D

en differentiabel afbildning.

Bemzrk, at der i udsagnet ' en afbildning er differentiabel '
altid indgldr, at den er defineret pi en &ben mengde .

Beyis. Da x(D) er &ben i M (smtning 3.10) og F er
kontinuert, er F'T(;(D)) dben i D.

Betragt nu et vilkirligt punkt _1.;6F'1(_;g(D)) og sat p = F(y).
Efter en eventuel parallelforskydning af D 1 g% kan vi uden
indskrankning antage, at Q€D og at x(0) = p.

1fglge smtning 2.18. kan vi finde en diffeomorfi G af en
dben omegn af pE€ o P& en &ben omegn af Q¢ Ek, séledes at

GX pa en &ben omegn VSD af Q€E® har formen:
GJ_Q(V.],"',Vn) = (V1,'°',Vn,0,"',0)

for ethvert (v ,.:. sV ) €V,
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Da F cr kontinuert, x: D-~-=> x(D) er en homeomorfi og
x(D) er &ben i M bliver

U = F(x(V))

en 8ben omegn af y€F (g(D))CII
Idet P: Ek-"-**"--> E® er den naturlige projektion kan man nu
som 1 beviset for sztning 3.10. indse, at

x "F=pPsgorF pd U

Da alle afbildninger péd hgjresiden er differentiable, viser
denne ligning, at x 'F er differentiabel pd U' og altsé
specielt 1 u.

Da u.eF'1(x(D)) var vilkarlig valgt er satning 4.1. dermed
bevist.

Sztning 4.1. har et yderst vigtigt korollar, der fortazller
at 2 koordinatsystemer p& en mangfoldighed gverlapper glat, d.v.s.
at koordinatskiftet foregdr ved differentiable funktioner. Dette
udsagn er uafhengigt af at mangfoldigheder ligger som delrum af
et euklidisk rum og kan derfor bruges som grundsten 1 det generellc
begreb en differentiabel mangfoldighed.

Korollar 4,2. Hvis x: D—> EX og y: E--—> g

koordinatsystemer i X pé den differentiable mangfoldighed M
i Ek, da er

x5 @A E) — v (xD)A v (E))
og

v Y MO AyE) —— = (D)A v (E))

differentiable afbildninger.

Definition 4,3. Lad M® og N vgre differentiable
mangfoldigheder i euklidiske rum. En kontinuert afbildning
F: M — N siges at vare differentiabel, hvis y 'Fx er
differentiabel i sadvanlig euklidisk forstand for ethvert par
af koordinatsystemer x pa M og ¥y pid N.

k
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Bemzrk at definitionsmangden ;'1(F'1(3(E))) for I‘1FZ
bliver &ben, da F er forudsat kontinuert.

Antag, at MPSE" og Nk_Q,El. Hvis M specielt er en &ben
delmengde U af E® fglger det fra setning 4.1., at
F: U~—>N er differentiabel efter definition %.3. hvis og
kun hvis F opfattet som afbildning ind i El er differentiabel
i smdvanlig euklidisk forstand (overvej dette). Vi kan specielt
benytte dette pd kurver: .

En kontinuert afbildning «: I —> N defineret pd et &bent
interval er differentiabel som afbildning ind i N (definition 4%.3.)
hvis og kun hvis den er en sedvanlig differentiabel kurve i El.

Hvis £ : I —> N er differentiabel, kalder vi o for en

(parametriseret) kurve p& N.

Det glatte overlap af koordinatsystemer (korollar 4.2.)
kommer os til nytte, nar vi skal checke, at en afbildning
F: M —> N er differentiabel.

Lemma 4.4, (I tilknytning til definition %.3.)
Hvis x_ﬂEx er differentiabel for tilstrazkkelig mange
koordinatsystemer x og y til at overdszkke henholdsvis M 0og

N, da er F differentiabel.




EBevis. Lad X og ¥ vare 2 vilkarlige koordinatsystemer
pd henholdsvis M og N. Idet x 0g Y gennemlghber 2 sam-
linger af koordinatsystemer, der overdskker henholdsvis M og W,

kan vi stykke ¥ 'F§ sammen ved afbildninger af typen
& w0 (7Y

Hvis afbildningerne 1'1Ex vides at vare differentiable er
en sadan sammensetning differentiabel b.gr.a. det glatte overlap
af koordinatsystemer. Vi vil derfor kunne slutte, at ¥ 'F¥ or
differentiabel. Dermed er lemmaet bevist.

Eksempel %.5. (Stereografisk projektion)

Lad 2. vere sfaren i E° med centrum (0,0,1) og
radius 1, og sat

ZO =Z: N {(0,0,2)}
Opfat E? som delrum af E° pd s=dvanlig mide og definer
dernast afbildningen F: 5. — E° siledes:
Til p€2° knyttes skeringspunktet F(p) € B° mellem E°
og sigtelinien fra (0,0,2) gennem p.
Afbildningen F kaldes en Stereografisk proiektion. .
0,0,01

o)
=

Hvis (p1,p2,p3) betegner koordinaterne for pé€ EE?, s
man let ved at betragte passende ensvinklede trekanter, at

2Py  2p
= .2 = 1 2
F(D) n 2"p3 (p1’p2) - (2"p3 9 2_p3)
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Hvis x: D~ B3 er et vilkérligt koordinatsystem p
Z:O er koordinatfunktionerne for X euklidisk differentiable.
Ovenstaende udtryk for F viser sd, at ogsd koordinatfunktionerne
for FXx er euklidisk differentiable. F er derfor en differenti-
abel afbildning.

Eksempel 4.5. slut.

Setulog 4.6. Hvis F: M —> ¥ o g: ¥ —o M op

differentiable afbildninger mellem differentiable mangfoldigheder
i euklidiske rum, da er

GF: M — 1,

en differentiabel afbildning.
Identiteten 1M: M—>M er en differentiabel afbildning
for enhver differentiabel mangfoldighed M i et euklidisk rum.

Bevis. Lad x, ¥ og 2 betegne koordinatsystemer p& hen-
holdsvis M, N og L.

Afbildningen §_1(GF)5 kan stykkes sammen af afbildninger
af typen

(z”oy) ° (x" "Fx)

nidr y varierer gennem koordinatsystemerne p4d N. At sammenszt-
ningen GF er differentiabel fglger nu umiddelbart fra den til-
svarende regel (del af kadereglen) i det euklidiske tilfslde.

At en identisk afbildning er differentiabel er zkvivalent
med det glatte overlap af koordinatsystemer (korollar %.2.).

¢} ver

2

Opgave 1. Identificer E° med den komplekse plan C° og

bemerk, at

s'={zec| |zl = 1}

1

Vis, at afbildningen F: § —— s defineret ved fast-

s&ttelsen
VZESL F(z)=zk

er differentiabel.
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Opgave 2. Betragt i ES fglgende flader:
Z 52\{(0‘.\0’1)1 (010"1)§

C = {(u1,u2,u3) EE3l(u1)2 + (u,

og
)2 = 1}

Definer nu afbildningen F:3 ——> ¢ s8ledes: Hvis pxezi
skal F(p) €C vare det entydigt bestemte punkt pd C, der ligger
pd linien gennem p ortogonal pad u.-aksen.

Vis, at F er differentiabel.

Opgave 3. Lad M® wvare en differentiabel mangfoldighed 1
Ek, og lad x: D — Ek vere en 1-1-tydig, regular afbildning
defineret pi en &ben delmzngde D af E®, 338ledes at x(D)S M.

Vis, at 3’1: x(D) —™> D automatisk bliver kontinuert.
X er altsd et koordinatsystem i Ek P4 M,

Lad M® vare en n-dimensional differentiabel mangfoldizhed
i F_.’k og lad p€M wvare et fast punkt i M,

Definition_J.1. Ved on tangentvektor v, til M i ped
forstds en tangentvektor til B 1 py; der kan opnds som has .ig-
hedsvektor for en kurve of pa M.
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Ved eventuel parallelforskydning af parameterintervallct for
o kan man let indse, at det i definition 9.7, er tilstrakkeligt at
betragte hastighedsvektorer o '(0) for kurver o I —> M
defineret pd et &bent interval I omkring Oe€ E1, sdledes =t
«(0) = p.

Mzngden af tangentvektorer til M i pE€M wvil vi betzgne

med TpM.
Setning _5.2. Hvis x: D — Ek er et n-dimensionalt koor-
dinatsystem i pd M, si& 0€Dg og x(Q) =p, da er

TpM = ;*Q(TgEn)

Bevis. Da enhver tangentvektor til E% kan opnas som

hastighedsvektor p& en kurve i E' (lemma 2.6.), far vi straks
inklusionen

z*Q(TQEn) S T M

Lad dern=zst v ETpM vere givet som hastighedsvektoren
X, =c>('(0)1 for kurven «: I —> M pad M. Fra setning 4.1. ved
vi, at x oz I' —>E" er en differentiabel kurve i & define-
ret p4 intervallet I' =e{ '(x(D))SI omkring O€E',

Vi udnytter nu kedereglen Pd & = xo (.J_C-I:K). Derved r14s

¥, =t (0) = X0 (&7 &) (0))
Da (;;'10()'(0) E'_[‘O}E:rl viser dette inklusionen

T M ggg*g(TQEn)

Dermed cr satningen bevist.

¥, = /(0)
AN
. N M
/ AT
: @3&
i — x/\(;‘od'(o)

0\ ' 5\. |

—

-

o
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Da vi altid kan finde et koordinatsystem x: D —- EX pa
M s& Q€DEE® og x(0) =p, og

;&Q: ?gEn'———i TpEk

er en 1-1-tydig (x er regulzr) linemr afbildning giver setningerne
1.2. og 5.2. nu umiddelbart fglgende resultat

Man kalder TpM for tangentrummet til M 1 peM,

Vi ser faktisk, at TpM er et n-dimensionalt underrum i
TpEk, og at X,y definerer en isomorfi

Zug* TgEn —> T M

Betragt nu en differentiabel afbildning F: M} —-> §¥
mellem differentiable mangfoldigheder i euklidiske rum, sig
MR g g og NkS.-Em, og lad pEM.

E,'F ()

Sztting. 3.%. Der findes en entydig bestemt linemr afbildning.

med fglgende egenskab:
Bvis y €T M er hastighedsvektoren o '(0) for kurven

A: I-—>M pd M, da er F*p(_\_rp) hastighedsvelctoren
(Fof) ' (0) for kurven Fo: I -—=->N pi N,

F*p kaldes differcentialet, Langential afbildningen eller
den jnducerede afbildning oaf F i peM,
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Bevis. Lad x: D —— El vere et koordinatsystem i E1

P& M sd 0€DgE® og x(Q) = p.
Antag nu, at o{ : I =M og @:J—>M er kurver pa
M med A(0) = B(0) = p, s8ledes at o'(0) = @'(0). Da Zug
er 1-1-tydig ser man let, at (x"lx)'(o) = (5"19 }'(0). S& rar vi:

(Fa)'(0) = (Fxx™&)'(0)

(Fx)yy ((x™%)1(0))
(Fx)yy (7)1 (0))
(F@)'(0)

Dette viser, at der findes en entydig bestemt veldefineret
afbildning F*p: TpM p— TF(p)N med den foreskrevne egenskab.

Ved at representere tangentvektorer til EZ som hastig-
hedsvelttorer pa kurver, indser man let, at fglgende diagram er

kommutativt: 3
M|

Z

(Fa3y s
X FQQJ'=' F

Fm
(p)~
Do (Fx)yy (defineret i 2.) er linezr, og x,, er en
line®r isomorfi af TQEn pd T M, fglger det heraf, at F
er lineer.
Dermed er satning 5.%. bevist.

*p

Ved at reprmsentere tangentvektorer som hastighedsvektorer
pd kurver viser man let fglgende regler

Setoing _5.3. Lad F: MP

__________ PN og G: NE ey 1M yare
differentiable afbildninger mellem differentiable mangfeldighsder
i euklidiske rum, g lad p€EM. Da gelder:

1. (GF)_,&p = G*F(p)’ F*p
Samtidig palder: '

2. ('IM),fp = 1y
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Definition_5.6. Den differentiable afbildning F: MZ —-—» [

mellem differentiable mangfoldigheder i euklidiske rum siges at
vere regulesr i1 p €M, hvis

4 —_—— )
F T M TF(p)N

*p’ p
er 1-1-tydig.

Hvis F er regulaer i ethvert punkt af M, siger vi, ot
F er regulsr pd M eller blot, at F er regular.

Benmzrk, at hvis Fi R e € er regular, ma vi ngdven-
digvis have nsk.
Definition._5.7. En differentiabel afbildning F: M ——>

kaldes en diffeomorfi, hvis der findes en differentiabel afbild-
ning G: N-—> M, sdledes at GF = Ty og FG =1

Nc
Sgtning _5.8. Hvis F: MD — & or en diffeomorfi, da

er F regulzr og n = k.
Bevis. Samme bevis som for sstning 2.1%.
Vi har her igen lokalt en omvendt satning

Sgtning 5.9. (Invers funktions satning)

i P ik e et S o e e

Lad F: M® —> N vare en differentiabel afbildning

meliem differentiable mangfoldigheder af samme dimension og antag,

at F er reguler i p€M. Der findes da c¢n &ben omegn U af
p &M som ved F afbildes diffeomorftpd en &ben omegn V af
F(p) €W,

Bevis. Lad x og ¥y vare koordinatsystemer pa henholds-
vis M oz N omkring p€M og F(p) €N og betragt afbildnin-
gen 1—1Fx. Nar man benmerker, at x og y er diffeomorfier
mellem &bne mangder 1 E° og abne mazngder pd henholdsvis i og
N (hvorfor?) fglger satning 5.9. nu let fra setning 2.19. (gen-

nenf'gr argumentet).

1z



-

Opgaver

Opgave 1. Vis, at afbildningen F 1 afsnit 3 opgave 6 er
en diffcomorfi,

Opgave 2. Lad A: 8% — 5" vare den antipodiske afbild-
ning pa n-sferen SngEnH, d.v.s.
\:fp_esn: A(p) ='-;g .
Vis, at A er en diffeomorfi, og at der for ethvert p € S"
galder:
eT s%: A = (-
Vu, eTp8% A (w) = (v,

Opgave 3., (I tilknytning til eksempel 4%.5.)
Vis, at Td'z:o = TOE2 som underrum af T0E3.

Vis dernast, at

F*g
svarer til den identiske afbildning, nir T ZEO identificeres

2
med ?QE .

. o] 2
: T_QZ —> T,E

Opgave 4. Lad M vare en vilkdrlig differentiabel mang-

foldighed 1 et euklidisk rum.
Vis, at mangden af diffeomorfier i M er en gruppe under

sammens@tning. Vi betegner denne ‘gruppe med Diff(M),

En undergruppe af Diff(M) siges at operere transitivt
pd M, hvis der til ethvert par af punkter p1,p2€EM findes en
diffeomorfi F‘eg?, sdledes at F(py) = p,.

Vis, at Diff(T) opererer transitivt p& T, hvis T
betegner Torus defineret i afsnit 3 opgave 4.

Opgave 5. Lad F vazre en ortogonal transformation i o
(afsnit 1, opgaver). Vis, at F definerer on diffcomorfi (ogsé
betegnet F)

Fr g0 —— g0t

O0(n) kan herved opfattes som cn undergruppe i pifrf(s™ 1.
Vis, at 0(n) operercr transitivt pa sh-1,
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Opgave 6. Lad MM og NK vare differentiable mangfoldie-
heder i cuklidiske rum, sig MUGE' og NEg EY.

Vis, at MxN ecr en (n+k)-dimensional differentiabel
mangfoldighed 1 E ™. MxN kaldes produktet af M og N.

Vis, at de naturlige projektioner Py MxN--->M og
py* MxN ~——> N bliver differentiable afbildninger.

Lad nu  (p,q) EMxN vere et vilkdrligt punkt i MxN.

Vis, at der findes en entydig bestemt isomorfi

g Mx —
© T(p,q)( N) T M @ TN

sdledes at fglgende diagram er kommutativt:

(pM)*/T(p’q)(Mx N) o)
TpM‘-/ 0 T N
1 TMOTN "

P q

TH og ‘ﬁé er de naturlige projektioner fra den direkte sum.

6. Regulzre punkter og vardicr

Efter nogle indledende definitioner og lemmaer vil vi af-
slutte dette afsnit med ot bevis for Algebraens Pundamental Setning.

Vi skal betragte en differentiabel afbildning F- ¥ —— N
mellem 2 n-dimensionale differentiable mangfoldigheder M og MM
i euklidiske rum.
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Definition 6.1. Et punkt peM kaldes ct regulert punkit
for F, hvis F er regular i p (d.v.s. F*p 1-1-tydig), og
ellers et kritisk punkt for F.

Hvis g€eN oz F—1(q) ikkke indeholder kritiske punkter

=)

for F (specielt F_1(q) = @) kaldes q en regulsr vordi for

T

Hyvis F'1(q) indcholder mindst et kritisk punkt for F lYaldes
q en kritisk verdi for F.

Leuma_6.2. Hvis M er kompakt og q€N or en regulaer vordi

for F indeholder F'1(q) hgjst endelig mange punkter. Speciclt
kan F~'(q)=@Forckomme.

Bevis. Hvis p EF’1(q) er F reguler i p. Sstning 5.9.
viser sa, at F afbilder en hel omegn af p diffeomorft (spe-
cielt 1-1-tydigt) p& en omegn af q. F '(q) bestir derfor af
isolerede punktor i M. Som delmsngde af M har F'1(q) altsé
diskret topologi. :

Da F'1(q) er lukket 1 M, og M er kompakt, er F-1(q)
kompakt.

Idet en diskret, kompakt mengde ngdvendigvis er endelig,
fglger det si, at F'1(q) er endelig.

Dermed er lemma 6.2. bevist.

Definition 6.,3. Hvis M er kompakt g qEN er en regulsr

verdi for F, skal 3 F (q) betegne antallet af clementer i
-1
F '(q).

Lemma_6.4. Hvis M er kompakt er mangden af regulare ver-
dier for F en 8ben delmszngde O af N, og #:F"1(q) er en
lokal konstant funktion, ndr q varierer gennert 0, d.v.s,
omkring enhver regulor verdi Q€N for F findes en &ben oricgn

V&0 saledes at
#7 Tq) = #1 Q)
for ethvert q'cV,
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Bevis. Lad q €N vare en regulzr verdi for Fy, og lad
Pqys "y vare de endelig mang? elementer i F'1(q) (lemma 6.2.),
idet vi nu fgrst antager at F '(q) % 4.

Ifglge satning 5.9. kan vi om ethvert p; valge en omegn
Ujy som ved F afbildes diffeomorft pid en omegn vV, af

F(p;) = q. Vi kan veslge Ujs®rey x Parvis disjunkte.

i,
-

N
A

k
M\;:€ U; er lukket 1 M og derfgr kompakt, da M er
kompakt. Da F er kontinuert er FMN U Ui> derfor kompakt i N,
i=1

og a2ltsd specielt lukket 1 N (N er Hausdorff).

Idet F(M*qu U;) ikke indeholder q€N, er
-k k
V= A VN F(M\U Ui)
1=1 i=1
derfor en aben omegn af qE€N,

Omegnen V har pr. konstruktion fglgende egenskaber:
a) V indeholder kun regulzre vardier for F.

b) For ethvert q'€V indcholder F '(q') pracis et
punkt fra hvert U,. D.v.s. 3f F'1(q') =k for
ethvert q'evV,

Hvis F'1(q) = @ findes en &ben omegn V af q, sdledes
at F (V) = §, fordi F(M) er ludket i N, da F or konti-
nuert og M er kompakt.

Dissc overvejelser boviser lcmna 6.4,



Vi kan nu bevise Algebracns Fundamental Satning.

Setoing.0.5. Ethvert ikke-konstant komplex polynomium
P(z) har en rod.

Bevls. Vi skal betragte et polynomium

= n n-1 ...,
P(z) = ayZ" + a,z + +a, ni,

hvor a,'erne er komplexe tal med a, $ 0.

I det fglgende vil vi identificere den komplexe plan med E2.
betegner si den komplexe variable.
For at benytte de ovenstdende bemmrkninger om regulare
verdier m& vi til P Xnytte en afblldning mellem kompakte mang-
foldigheder. Dette vil vi ggre ved at gd fra den komplexe plan op
pd enheds-sferen i ES

52 = {aupuy) eBlw? + 2 + (wp? = 1}

Hvis E° som sedvanlig identificeres med u,us-planen i E3,
kan vi f& 2 koordinatsystemer X, og X_ pa 52 ved at betragte
de inverse afbildninger til stereografisk projektion fra henholds-
vis (0,0,1) og (0,0,-1).

zEE2

Uz 4
(0,0,1)

/\Q

L -
i / g

\ / E-(Z)
(0.0,-1)

Vi far altsd koordinatsystemerne
x, B ——> g2~ {(0,0,1)}
x.: B2 —> 821 {(0,0,-1)}

pa 82. Det or let at se .(f.eks. ved direkte at opskrive koordi-
natudtryk), at X, o0g x_ er regulare afbildninger ind i E3,
sdledes at vi virkelig har 2 koordinatsystemer pa S2.
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Vi definerer nu afbildningen

2 2

F: 3% —=> 5

ved fastsattelsen
F(p) = x, P x;'(p) for pes?\ {(0,0,1)}
F(0,0,1) = (0,0,1)

Hvis pE€ 82\ [(0,0,1)& kan vi bruge x _ som koordinat-
system omkring bdde p og F(p}. Fremstillingen P = 311 Fx,
viser sd, at F er differentiabel pi 52N {(0,0,1)}.

F er imidlertid ogsd differentiabel i (0,0,1), som vi nu
skal vise.

Omkring (0,0,1) kan vi bruge koordinatsystenet X_. Da
(0,0,1) €5° ved x_ svarer til O0€E%, skal vi blot vise, at
x ! FX_ er differentiabel i O €E°,

Ved simple geometriske overvejelser pd ovenstdende figur
(brug f.eks. de ensvinklede treckanter 4 NOA og a BOS) finder vi:

2;11;:;_(2) = ﬁa =1 for z % O,

Tilsvarende geldef' ?

=1 = 1.
£ -y’+(7‘) oy for z 40
Vi bemzrker nu, at -
) 4 s ..-n
l3(_.’__)=ao+:3..|z+ + a2
z z"

er defineret og forskellig fra O 1 en udprikket omegn af O ¢ E‘2
(d.v.s. en omegn af 0€E minus O € E%)

I denne udprikkede omegn finder vi s&:

3:1 F x (z)

It

(x_ 12;+)°P°(;g;1;g_ )(2)
1

© P()




B0

Da ;:1 Fx(0) = 0 ser vi, at denne formel ogsd gzlder i
0€E°. Vi har derfor udtrykket («) 1 en hel omegn af O€ B,
Dette viser, at 3:1 Fx_ er differentiabel i O!EE2, og derfor
at F er differentiabel i (0,0,1).

Da x_ er reguler, kan pES2\{(O,0,1)} kun vere et
kritisk punkt for F, hvis x]'(p) or et kritisk punkt for F,
Dette sidste er ensbetydende med, at x11(p) er en rod i

P'(z) = naozn'1+ IR

Idet der hgjst er n - 1 rgdder i dette polynomium, kan F
hgjst have n kritiske punkter ((0,0,1) kan vare kritisk punkt
for F). Det vasentlige er, at F hgjst har endelig mange kri-
tiske punkter og derfor ogsé hgjst endelig mange kritiske vardier.

De regulzre verdier for F bestir siledes af 8° minus
endelig nange punkter og er derfor en kurvescmmenhangende mengde .
Da 4t'F’1(q) er en lokal konstant funktion pa mengden af regu-
lare verdier for F og disse udggr en kurvesammenhsngende mangde
er # F 1(q) konstant pd denne mangde (standard argument fra
topologien). Da F virkelig har regulsre punkter er denne kon- -
stant forskellig fra 0. Perfor er aglle regulsrc vardier for F
i billedet af F. Da alle kritiske verdier for F trivielt er
dette, slutter vi, at F afbilder 52 fo:Y 82.

Da F"1(0,0,1) = (0,0,1) ser vi, at F afbilder
52~ {(0,0,1)} pa sig selv. Derfor vil P = x.' Fx, afbilde
E2 Da Ea. Specielt ligger OGEE2 i billedet af P, hvilket
netop giver existensen af et z €E° s& P(z ) = 0.

Dette var, hvad vi skulle vise.

2
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en wangde M bestdr af en &ben mangde D& E' og en 1-1-tydig
afbildning x: D ——> M.

Den abnc mengde D kaldes koordinatmsngden eller purameter-
1angden for koordinatsystemet x: D—>M pid M. Vi vil ofte
:x1ilade explicit at nzvne koordinatmaengden D og slet cg ret
tale om koordinatsystemet x pad M.

Pepgrkning. Vi bruger vektornotationen x, selv om M ikke

ore er en delmangde af et euklidisk rum for at bevarc notationen
rra "Indlcdning til differentialgeometri 0g differentialtopologi”.

Dofipition_1.2. Et n-dimensionalt del-atlas g) pé en

e

mzngde ¥ er en samling af lokale koordinatsystémer pad 1, som
copfylder:

1. M er overdzkket af billederne af de lokale koordinat-
systemer 1 . :

2. Hvis x: D—> M og X E—>M or lokale ¥oordi-
natsystemer p3 M, som tilhgrer gD , skal .
371($(D)f11(E)) og 1—1(;(D)r\y(E)) vere Abne mangder
1 B

@ ;

3. Hvis x,xEJsmnl

afbildningerne

5> med x(D)nxu(E) # @, skal

vy s 2 N EDagE) —> ¥ @A xE) os
oy @O AE) — 5D x(8))

vere differentiable i sadvanlig euklidisk forstand.
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lokalt koordinatsystem p& M -for et kort pd M.

Definition 1.3. En n-dimengional differentiabel mangfoldighed er
en mangde M forsynet med et n-dimensionalt del-atlas i pd M.

Vi vil fgrst forsyne M med en topologi. Den f;zilgende setning
giver en topologi p& M, som passer sammen med kortene i del-atlasset
Ppa M.

oA L P T )W B Y
— =

topologl, siledes at x : D--yM er en homeomorfi af den Abne mangde
D¢ R pd x(D) & M for ethvert er”
og x(D) é&ben i M ‘dgd? .

Bevis .- En topologi pd en mangde er fuldstandig beskrevet ved
systemet af 3bne mangder. Vi kan f& en ide om, hvordan vi skal de-
finere de Sbne mangder pd M, ved fgrst at bevise entydigheden af

den sggte topologi.
Entydighed. Lad Tvere en topologi p4 M, som opfylder kravet

i sztningen, og lad 0 & M vere en dben mmgde 17T . Da X er en
homeomorfi pd sit billede Vxe / , vil x~ (x(D)nO) vere aben

1 E? #xe? . Lad nu omvendt O &M have den egenskab, at

(x(D)nO) = E? er &ben VY xf.’fj Da x(D) er aben i M, vil
x(D)nO € M sd vare aben 1 topologienf 3 xc?
Derfor er ogsi U x(D)N0 &ben i 7 . Da /s overdgkker M, fgl-

ger heraf, at o% U x(D)A 0 er &ben i topologien T pa M.
X¢
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hvis E'T(O) € E" er &ben i E° V';_c_e‘? .
-
Ds sidste del i konklusionsn kun omtaler\fJog En, fplger det,at
9ver entydig bestemt.

skal definere de Abne mzngder.
LadJ ={0 S M | x1(0) € E® &ben V x¢P}. For at vise, at
T definerer en topologi p&d M, skal vi vise-
1yg, MeT
k

: s T
ii) 01,...50k65—¢i;s OiéJ

1
111) o,ef,%eM > o, €T
% €t %

Hvis man benytter formlerne

k

"1( ™ 0.) = f%xﬂ(() ) cg x'1(L}0 y = U x"1(0 ) er
i=1" 1 = el % wer = %

£
beviset for ii) og iii} trivielt.
""definerer derfor en topologi pad M.

Vi skal nu blot vise, at topologien 7ﬂopfylder kravet i sat-
ningen. Lad derfor x : D —M veare et lokalt koordinatsystem pa M.
Da x~'(0) 8ben i D for enhver dben mangde O & M(pr. definition)
er x kontinuert.
For at vise, at §f1:§1D)—+D er kontinuert, bruger vi for fgrste
gang i dette bevis det glatte overlap af lokale koorinatsystemer.
Lad V ¢ D vzre en &ben mengde 1 D. Vi skal vise, at 0 = x (V)
er 8ben i M. Hvis y : E —M er et vilkdrligt koordinatsys*em
i U7, skal vi altsd vise, at y~1(0) = (y~'x )(V) er &ben i K.
Dette far vi imidlertid let, da y 'X er =n homeomorfi af en &ben
mengde 1 D pa en Zben mengde i E. (;’12 =r invers til y"Tg).
Dermed har vi vist, at §f1 er kontinuert, og derwed, at g?b-mﬂﬁ
er en homeomorfi af D;_En pd x(D) £ M.

Topologlen  tilfredsstiller altsi kravet 1 saztuingen. og

beviset ror saztning 1.4 er fgrt.

tiabel mangfoldighed som topologisk rum med den entydizt bestomte
topologi fra sztning 1.%.
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Fglgende exempel viser, at topologien pa M 1 satning 1.4
ikke ngdvendigvis gor M til et Hausdorff rum.

Exempel 1.5. (Linie med 2 begyndelsespunkter). Lad M vare
mengden af reelle tal plus et extra punkt 0%, altsd M=E1ui0*§
Betragt afbildningerne:
g.:'E1~—~?M og ¥ El—M
defineret ved, at

x(t) =t VEEE'; y(¢) = % for € 4 0 og y(0)=0%.

Det er klart, at x og y er 1-1-tydige afbildninger, og de
definerer derfor 2 lokale koordinatsystemer pA4 M. x og y over-
dskker M. Man ser let, at x~ (x(EDNAy@E"Y)) =y (xEHY A yE

=u1-§0? .
Endvidere konstatarer vi, at zf1;, og §f1y er de identiske af-
bildninger pi E'- {0} . Disse observationer viser, at M er en

1-dimensional differentiabel mangfoldighed med §°={§5zﬁ scm del-atlas.
Den topologi, som M far ved kravet om, at x og y skal

vere homeomorfier pd deres billeder, tilfredsstiller ikke—ﬁausdorff

axionet. ﬁrsagen er at vi aldrig kan finde disjunkte &bne omegne

af 0 og 0%,

Nar vi kun beskzftiger os med mangfoldigheders lokale egzen-
skaber. er Hausdorff axiomet irrelevant. For ai kunne lzgge en
metrik nd en mangfoldighed, md vi imidlertid ngdvendigvis have
Hausdorff axiomet opfyldt, Derfor kraver man ofte fra starten, at
en mangfoldighed skal vere et Hausdorff rum. Vi kan opna en Haus-
dorff mangf>ldighed ved yderligere at tilfgje et krav til defini-
tionen 1.3.

Definition 1.6. En n-dimensional. Heausdorff'sk differentiabel

e e N e e e

mangfoldighed er en mezngde M forsynet med et n-dimensionalt dzl-
atlas &, der foruden kravene i definitionen 1.2 tilfredsstiller:

4, For ethvert par af indbyrdes forskellige punkter p atcM
findes, enten et koordinatsystem x-D-»M i.?’, sd p,q¢ ;I(DS;—Eller
2 koordinatsystemer Xx - D—sMog y *+ E—M 1 }f t séledes at
x(D)Ny (E) = #, p € x(D) oz q¢ I-(-E)'

Opgave_1. Vis. at ndr k er opfyldt, bliver M med topologien

fra setning 1.4 virkelig et Hausdorff rum.
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Der er et konstruktivt element i definitioncrne 1.3 oz 1.6,
Vi konstrusrer et topologisk rum ved at lime 3bne msngder i 3%
sammen pd passende vis.

I litteraturen definerer man ofte en n-dimensional mangfal-
dighed til at vare et topologisk rum, hvor ethvert punkt har en
omegn homeomorf med en Aben mengde i ER. Topologien n3d rummet
cr sdledes givet fra starten. og man kan darfor tillsgge homeo-
nmorfi Petvdning. Vi har konstrueret topologien pi rummet ved kravet
cm, at de lokale koordinatsystemer skulle give anledning til homeo-
morfier.

kaldes fordragelige, hvis det for ethvert par af lokale knordinat-
systemer x eP og X «Pgzlder, at 2‘13_ og ;'15_{ er defineret pa
ibne mengder i EP og er differentiable i smdvanlig euklidisk

forstand.

Hvis vi sammenligner med definition 1.2, ser éi; at fezlgende
definition er zkvivalent med definition 1.7.

-~
Definition 1.2: To n-dimensionale del-atlas f og P p&4 M

—_— i S M Ak i e S e o

kaldes fordragelige, hvis ?Uf? igen er et del-atlas pd M.

=== -

Lemma 1.9.2 fordragelige del-atlas pA M giver samme topologi

las p4 M siges at definerc en differentiabel struktur pd M.

Setning 1.11. Enhver akvivalensklassc af del-atlas pd M inde-

o
Bevis.Lad J vare et vilkarligt del-atlas i en given zkvival-ns-

klasse. Betragt nu fglgende samling af lokale koordinatsystemor

ptii i

{P*= meneden af lokale koordinaisystemcr PA M som overlappes
differentiabelt med ethvert 2leoment i 0 (d.v.s. som * de-
finition 1.2 2 oy 2).
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6.
Da 4 overdmkker M, er det lot at indse, at 7 * bliver et
del-atlas p& M. Man skal blot kdnstatereﬁ at 2 tiifgjede koor-
dinatsystemer overlapper differentiabelt, Det er klart, at ﬁ’* er
det maximale element i =kvivalensklasseu frembragt af‘fi

e e i b
=t — g1

af fordragelige n-dimensionale del-atlas pd M kaldes det n~dimen-
sionale atlag for den differentiable struktur pd M Dhestemt af

zkvivalensklassen.

Al lemma 1.9 fglger-

entydigt en topologi pd M, sdledes at x:D ;_En——aM giver en
homeomorfi af D p& x(D) for ethvert lokalt koordinatsystem i
det maximale atlas for den differcntiable struktur pid M.

differentiabel struktur pd M er fuldstzndig bestemt af et en-
kelt del-atlas i zkvivalensklassen for den differentiable struktur
p&d M. Saztning 1.13 viser, at topologien pd M 1ligeledes er be-
stemt af et enke.t del-atlas for den differentiable struktur pad M.

Den foregiende bemzriming retferdigger, at vi ikke vil skelne
mellem differentiable mangfoldigheder, der har sammc grundmangde -
og azkvivalente del-atlas. Derfor burde definition 1.3 egentlig
have veret formuleret siledes:

222;313;93_1435 (ny formulering). En n-dimensional differen-

tiabel mangfoldighed er en mengde M forsynet med en differenti-
abel struktur.

Exempel 1.1%. E™ kan gives en differentiabel struktur v.hj.a.

del-atlasset bestéende af et kort EfEn~vEn, hvor x er den iden~
tiske afbildning. Dennc struktur kaldes standard struikturen pi
En, og hvis ikke andet er fremhavet, tenkces E? altid forsynet med

denne differentiable struktur,
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Opgave_5. Szt M=E'. Lad ;:E1—*5M vere den identiske af-

?

)

v(t) = £7  VteE'. Vis, at de 2 del-atlasd ={x/ og
giver den sadvanlige topologi pd M. Vis dernmst, at F og ¥ ikke
er fordragelige. M med del-atlasff’og M med del-atlaszf er
. altsd ens som topologiske rum, men har forskellige diftf'erentiable

strukturer.

mangfoldighed med del-atlas f’i cg lad © g M vare en aben del-
mengda. Hvis x:D—M er et kort i ‘¥ bliver

D';§f1(gﬁD)n0)‘g E® en &ben mangde. Det er let at se, at

Sl %§f|£f=5jD]§ definerer et del-atlas p4 O, og derfor en diffe-

rentiabel struktur p& O. Denne differentiable struktur pd O
kaldes den inducerede struktur fra M

Vis, at 2 fordragelige del-atlas pd M giver anledning tii
2 fordragelige del-atlas pd 0. Vis, at det maximale atlas pa M
giver det maximale atlas p&d O. Dette viser, at den inducerede
differentiable struktur pa O er velbestemt.

Exempel 1.16. Lad L(n,m) vere mengden af reelle mxn-matricer.

Betragt athbildningen
x-E2 5 L(a,n) ;

definerat ved, at

11 %1n |
} 8.21 L - * a2n :.i
_]g_(a.r“...-,a.in,&e‘l,.-.,8.211,....,am.l‘,u.-,amn):\) . !_:-"
: !
:' - “.
L)

El\‘- amT [ L] L anm

x er 1-1-tydig og pd. Derfor definerer x et del-atlas pd M.
Dette del-atlas giver L(m,n) strukiur som en m-n-dimensional

dif{erentiabel mangfoldighed.
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og et m-dimensionalt vektorrum. Lad L(V,W) vazre mangden af line-
@re afbildninger fra V il W. Vis, at L(V,W) har en entydig
bestemt (naturlig) differentiabel struktur. Man tanker sig altid
L(V,W) som me°n-dimensional differentiabel mangfoldighed med
denne struktur.

Opgave_8. lad Gl(n) vare mangden af invertible nxn-ma-
tricer. Vis, at Gl(n) er en n®-dimensional differentiabel mang-
foldighed pd naturlig mdde. (Betragt determinant afbildningen
det:L(n,n) —> g og brug exemplerne 1.19 og 1.16)., Hvis V er
et n-dimensionalt vektorrum betegner GL(V) mangden af automor-
fier 1 V. Vis, at GL(V) har en (naturlig) entydig bestemt
differentiabel struktur.

Opgave_9. Lad L(n,mjk) betegne mangden af wmxn-matricer

af rang k. Vis, at L(n,m;k) er en k*(m+n-k)-dimensional
differentiabel mangfoldighed.

Exempel_1.17. Lad Mt og N  vare differentiable mang-
foldigheder af dimension henholdsvis n og mn.

Hvis Py ={xt og Ty ={x} er del-atlas for de dirfe-
rentiable strukturer pd henholdsvis M og N, betragter vi meng-
den S ={ x %X lx € P ;E?} hvor

Mxl T UEMX EINIEM T M AN T VNS

Xy x Xy? Dy* Dy —> MxN
er defineret ved fastsattelsen

V(u,x) € Dy ¥ Dy xMx:&N(g,z) = (zM(_I_J,), zN(x))

Det er klart, at XyxXy bliver et (n+m)-~dimensionalt
lokalt koordinatsystem pA Mx N, Man efterviser endviderec let,
at P,y bliver et del-atlas p& MxT.

[

Hvis ,E?M og GPﬁ er fordragelige del-atlas p& M og
an og y er fordragelige del-atlas p4d N, indser man let,
at Mx N ©8 Mxy Pliver fordragelige del-atlas pd MxTN.
Del-atlassene M *N fastlagger derfor en differentiabel struk-
tur pA MxN. Denne struktur kaldes produktstrukturen.

Mxi opfattes altiﬁ som differentiabel mangfoldighed med
produlttstrukturen som differentiabel struktur.

Cpgave 10. Vis, at topologien pd M xN svarende til

produktstrukturen netop cr produkttopologicn.



Lad 1 det fglgende M veare en n-dimensional differentiabel
nangfoldighed.

Inden vi kan definere tangentrummet i et punkt af M, m& vi
fgrst definere visse differentiable afbildninger.

Definition 2.1. ILad O ¢ M vare en aben delmazngde af M. En
reel afbildning £10 —E siges at vare differentiabel, hvis det
for ethvert kort x : D g Z'»H 1 atPasset for den differenti-
able struktur p4& M med x(D)AD ¥ @ g=lder, at afbildningen

fx ¢ 7 (x(D) A 0) »E
er differentiabel i sadvanlig euklidisk forstand.
Definition 2.2. Lad 0 C ER vere en aben delmengde af ET.

In kontinuert afbildning F:0-»M siges at vare differentiabel,
hvis det for ethvert kort x-D g E'—M i atlasset for den diffe-
rentiable struktur p& M med x(D)NF(0) + § gelder, at afbild-
ningen

P - FT(x(D)) —ER

er differentiabel i1 s®dvanlig euklidisk forstand.

Bemzrkning. Nar F i defirition 2.2 forudsattes kontinuert

bliver F~ (x(D)) automatisk &ben i EZ,

Bemgriming. I definitionerne 2.1 og 2.2 behgver vi blot at

tage tilstrzkkelig mange kort til at overdakke M.

e
e .

; i i s
S, PN (SN
T I/‘ 4:-':"‘"? ; 5 ‘! \: ’ ™, = \-\
SN ; - ( i (._ o
/ / Y
e ':,"*Cj : ’,% : . 2o / “'\ /
| i . W, e Y e
\ / i W)
\\,__;f.i*:/’ i
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fig. 2. —e—des,

Definiticon 2.2 givar specielt definitionen af en differenti-
abel kurve pa M.

Lemma 2.3, Hviset J Q,E1-aM er en differentiatel kurve pa
M, som helit fortlgber 1 billadet af et enkel®t kort x D EIER-—»M
pa il, Tirdes n entydipt bestemte recelle difiercntiable afbild-
anger  ay, ...z defineret pid J, sdledes at (a (*),...,a (7))

£ il MU d og saledcs at X {{) = §Xa1(f),.,u,an(f}) vIEd .
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Beyis. Funxtionerne a,,...,a, mé ngdvendigvis defineres

ved fastsettelsen-

(@y()5 -2 (1)) = X7 () VEes,

At a;'erne derved bkliver differentiable afbildninger fglzerv
af, at X er en differentiabel kurve.

Vi vil nu fgrst given en definition af en tangentvektor i ot
punkt af M, som nasten direkte kopicrer definitionen af on tangent-
vektor til en flade i TB I sidstnavnte situaticn definerede vi en
tangentvektor pa fladen til at varc en tangentvektor i EB, der ¥unne
ornids som hastighedsvektor pa en kurve 1 fladen. N&r talen er om en
vilkarlig mangfoldighed, kan tangentvektorer ikke mcre opfattes som
sedvanlige vektorer i et omgivende 2uklidisk rum, m=2n vi har stadig
=ulighedzn for direkte at lade kurver definere begrebet tangentvektor,
vette vil vi nu prazcisere.

Hotation. Lad J: og J; etc. betegne de &bne intervaller

J-g,: [,og 1-8,d [ ete.

finition 2.%. Lad peM. To kurver o: J -k oz @& -J; —> N

mado\(ﬂ):sS 9) = =2 kaldes tangentielle i p, hvis det for ethvert
—M pd M med pe X{(L) gelder., at

Lk @ = FHa g .

Bengrianing. Hvis vi blot har ligningen i definition 2.4% opfyldt

for et enk-1t kort x omkring p, har vi den for et vilkariigt Xort-
y omkrinz p, thi-

L) (0= ") (E ) (0= ) & x5 ) (0025 151 ()

hvor differentialet af y'1§_ skal tages 1 punktet gf1(g)€ D

Definiticn 2.4 udsiger blot, at 2 kurver er tangentielle, hris de
cverfgrt til et koordinatomride har samme tangent.

o b e R
¢ VE - - e M
L N L
LSO
*:-13: il =
~
! - _.__‘;\/ A
5 7 'Yi____}_ 0
1, -'f-‘ f i )‘7" {r
5 5 1 - ]
/ Al
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"tangentle; mellem kurver gennem p €r en akv1valensrelatlon.
Beviset er trivielt.

Definiticn 2.6. En tangentvektor til M ( pe M er en

zkvivalensklasse af tangentielle kurver i p.

En tangentvektor i pe¢ M Dbestegnes med _ﬁﬁ -p' Xp 0§ YD zte.

Mzngden af tangentvektorer i p udggr taneentrummet for

M ( p, og betegnes med TqM.
k

Vi vil nu vise, at T M kan gives struktur som et n-dimensio-
nalt reelt vektorrum.

Dette vil vi ggre ved at udnytte vektorrumstrukturen i tangent-

P

rummene for b

Lemma_2.7. For ethvert kort x pd M omkring pé M findes

en bijektion T(x,p)- f M-—%T (p) , sfledes at fglgende diagram
er kommutativt for ethvert par af kort x og y omkring p-

I'plz
T(riﬁ///// \\\Qizap)
L_f1(P) (y-1x;_7T _1(p)

({77 'x)y er differentialet af afbildningen y X)

Bevis. Lad cls(x) betzgne skvivalensklassen for kurven

o Jg —>M  med A (0)=p.
Hvis L é TpM er reprasenteret af <, definerer vi T(x,p)
ved fastsazttelsen

T(zc.,p)(y.p)=[-§11—t(;:._'1o< )(0)] -1
x ' (p)
Definition 2.4 viser, at definitionen af T(x,p) ikke afhanger
af valget af reprzsentantkurve for v

Lad nu gﬂzcls(:() og w_=cls(g) medx-J —il og @27, —= N,

ng antag, at T(gjp)(yp) = T(Ejp)(yﬁ)c Dotte betyder, at

A - bad - y ) 2 £ ) H al
—9(y 1o ) (0) =mﬁ%{§_1p (D), ng derfor i fglge homprimingen ofter
dﬁflﬂ ten 2.4, at LA Derfor or T(x,p) 1-i-tydis,

Iy
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. n . -
g T E", definerer vi kurven

Ty xNE)
(L) = 3_(_(;_(__1(3)4- t(ay,...5a,)) med téJ. for & passenic,

Hvis (a;,...,3,)

3 = e~ ), S8 far vi . ) =(a,,coe. |
Set v, cls(e<). & far vi straks, at T(EJPJ(ET) (a,, ;an.£_1(p)=

Derfor er T(x,p)pa.
Dermed har vi vist, at T{(x,p) er en bijcktion.
For at vise sidste del i lemma 2.7 betragter vi yﬁ=clsﬁx )éTpMQ

5% far vi:

Qo

1

(g_"ll)*'T(&p)(y.p)=(z-1£)* (3= ) (0% Xy~ ' ) (0)=T{y,p) (¥

&

Dette viser, at det angivne diagram er kommutativt. Dermed er
l-omma 2.7 bevist.

Setning 2.8. Lad ¥ vare en n-dimensional differentiabel

nangfoldighad, og lad TpM vere tangentrummet for ¥ i péeM. 53
kan T M rd entydig made gives struktur som et n-dimensiocnalt reelt
vektorrum, siledes atb T(gjp):TpM-4TX—1(p)En er <n isomorfi for

ethvert kort x omkring pn.

Bevis. Smtningen er en triviel fglge af lemma 2.7.
Lad x vere et kort omkring p. Hvis gpﬁgleanI og
a,bé’E1? md vi ngdvendigvis definere a!@+bE@'i TbM, som det enty-

digt bestemte clement, der tilfredsstiller ligningen:
T(x,p) (2g,+by, ) = aT(x,p) (gp)+bT(zg,p)(wp)

Vi har brugt, at T(x,p) er en bijektion.

Pr. definition har vi tvunget T(x,p) til at vare en isomorfi
for et bestent kort x omkring p. Lad nu y vare et vilkariigt
kort omkring p. Da (y'sz* er en linear ;fbildning, far vi si-

1

(y,"1.>£).*’3<3€.,p)(ayp+bﬂp):a(_35"15)*T(2€.sp)(z?)+b(;f_' X xT(x,p) ()

-'..'-t\’a
¥orrmutativiteten af diagrammet i lemma 2.7 giver nu

T(y, o) (ay, +bu )=aT (y,p) (v )~ BT (¥, p) ()«

Dette viser,; at T(Xyp) er en isomorfi. Dermed fglger ogsa,
at strukturen pa TpM er unafhengig af valget af kort i definitionen
al strukturen. Setning 2.8 er bevist.

. . N
Cpzave 1. Lad ped som ovenfor. Hvis x:0D L E =M eor et

. 0 o)
kort omkrinz p med koordinater (ut,...,uﬁ)i D og ;(u1,“.,un)—g,

definersr vi kurverne -/ EEL

(R
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Ved fastszttelsen:

ii(t)=_>_c_(u?,...,u§+t,...,u§) for teJs , hvor >  ma

—

velges sa (u?,...,u2+t,...,ug)ezD. Disse kurver kaldes parame-
terkurver. Vis, at tangentvektorerne X =cls®ly)ye.nsX. =Cls(a )

er en basis i TDM. n

Opgave_ 2. Lad x wvzre et kort omkring p€eM, og lad
A(E) = x(ag(£),...58, (1)) teds og B(b) = x(by (£) 5+ yb, (D)
tedy reprasentere henholdSV1s tangentvektorerne Xp Og Hp i
p. Antag, at x(u1,...,uu) . Vis, at kurven

o] . o]
reprezsenterer tangentvektoren agp4-bgp i p.

I mange situationer er det gavnligt at have en anden beskri-
velse af en tangentvektor. Den beskrivelse, vi sgger, knytter en
tangentvektor sammen med begrebet retningsafledet.

foldighed, og p&€M; skal F(M,p) Dbetegne mengden af differenti-
able reelle afbildninger, der har en aben omegn af p som defini-
tionsmengde, Hvis £:U = B og g:V = B er afbildninger i
F(M,p) og a.t)eEﬂ, definerer vi afbildningerne

Yotation., Hvis M er en n-dimensional differentiabel mang-

af + bg: UG‘J-PE og
f.g : UnV —E

ved fastsettelsen (af+bg) (x) =af(x)+bg(x) og (f.g) (x)=F(x)-g(x)
Yxeu V.
Det er klart, at af+bg og f-g igen er afbildninger i F(Mp
Lad nu yp ETpM vere en tangentvektor til M 1 pelM.
Hvie x er et vilkarligt koordinatsystem omkring p, kan vi
definere en afbildning F(M,p) = E' ved fastszttelsen:

f e F(M,0) — tﬁ(p)(fx) o, (T ().

x  (p)
For et vilkarligt andet xoordinatsystem ¥ omkring p gelde:

at:

-1 i ) ‘
5 (p) (£y) vyt () (T(y,p) (,{p)) tf(n) (fy) sy=1(p) (aly” \) %=1 x,p)(\_ra)

._'_,f( )(.LX)*X.'] (p) (’1(}\.7p) (_Y_,))) N
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Vi har her benyttet lemma 2.7 og kedereglen.
Nenne sidste ligning viser, at afbildningen PO, p\—~+b
ivke alhenger af kocrdinalsystemet, som indgar 1 deflnltlonnn.

Vi vil ogséi bruge betegnelsen Y, , for ¥, opfattzt som
vil vi beteg-

1

afbildning i denne made. zp‘s verdi pd fe Fli,p),
ne med ¥ f 1.
2]
Hvis v._ er reprasentsret af kurven « :J, — M, finder vi
for & F, D)

Tag(ﬂﬂ)(O).

Dette vigtige udtryk for ¥ [f] viser, at der er tale om en
generalisering af begrebet retnlngsafledet af £ 1 xp's retning.

Lemma 2.9. For enhver tangentvektor _pi TpM har afbild-

ningen X, r(M,p)-«—-;E1 fglgende cgenskaber:

1. ¥, [ar+bgl=ay, [£] vy, [e] Ve eFCLD), V oab € g

2. v, [£e8l=x, [fle(@+@y 6] Y eeFp).

Raevi 1 » i i £ = cpPradseEln T M,
Bevis. Lad o Jé > med oK (0) E Teprasentere gp€.1p1

53 finder vi:

v, [af+be 1=2-((af+bg)e< ) (0)= adt(;%)(0)+b ——(g= ) (0) )

! -L

=ay,, [£]+by, [e] -

L]

Tilsvarende fas-

gp['f-*1—“a-:((f £) ot ) (0) = ((£) + (%)) (0)

=55 (8) (0) - (g ) (C)+(£) (0) (g2 ) (0

=y [£] e (p)+t(p) + L fel.
Dermed er leuwma 2.9 bevist.

Tndril nu vil al%, hvad vi har sagt, fungere blot vi kraver
differsn.iabiliter al Xlasse ¢!, 1 det f#lgends vil vi vise, at
egenskavorme 1 og 2 1 lemma 2.9 fuldstandigt araiterisarer en
He.r hliver a-!t liidlertid nodvondight at ferudsat-

rang-ntvektor.
P = . 1 e =
wlmaz. O . Tor ilkle aliid av skulle spe-~

re Aiff-rent Labilitzl al
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cificers differentiabilitetsgraden minder vi om vores generelle

antagelsge:
Differentiabilitet er altid af klasse C™ .

dighed (smooth manifold), en glat funktion (smooth function) ete.
Vi starter med et lemma om reelle funktioner.

Lerma_2.1c. Lad V = E! vazre en &ben, konveks mangde, og lad

c eV, Hvis sz—9E1 er en glat, reel afbildning, findes der n
glatte, reelle afbildninger f1,...,fn defineret p4 V, saledes atl:

I
f(u.], .. o,un)"f(C,]’ (3] o,cn)= i%1 (ui-ci)fi(.u-al, ) .,U.n)

for (u1,...,un)e'v.

Sf .
fi(c1,,..,cn)=(gﬁz (c1,...,cn) for 1=1,...,n.

1
d , N .
f(u1,.,.,un)—f(c1,...,cn)= SO azf(c1+t(u1—c1),....,cn+t(un-cn))dt

Benyttes kaderegelen pa integranten fremkommer fglgende

funktioner:

T ar
fi(u19""un)= So 5;;-(c1+t(u1-cq),...,cn+t(un-cn))dt.

Standard setninger fra analysen viser, at fi‘erne er glatte
afbildninger defineret pa V.

Den ferste integralformel far fplgende udseende, nar f;'erne
indfgres:

: n
o =5 -c.
l(u1""’un)"f(c1""’Cn)‘{:q (ug cl)fi(u1,...,un).

Dette er den sggte formel. Ved at udregne y71 1 V. £i. a
denne formel, og se pad verdien 1 (c1,...,cn), fas umiddelbart:
“'\..f
L. (G, eneqsC ) == (C yu.epc )
i1 ! n) Aul ( 17 ’“n

Dermed er lemma 2.1c bhevist.

afbildning X

Defipition 2.11. Ved on derivation i F(,p) forstds en

p-p(M,p) --;31, som opfylder:

1., X, [at+bgl=ak [f1+0X (8] V £,8CFp) ¥ ah € E

.
|

2. %, [f-g]:xp[fl~g(5)+f(£>xp[g] 7 e € ¥G4Lp).
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Bemgrining. I fglge lemma 2.9 =r ypE.TpM opfattct som af-

bildning _DEF(M,E) ——»E1 en derivation i FQG4,p).

Lemma 2.12. Hvis X og Y er derivationer i F(, 0) ot

a,bf-Ej, vil aXp+bY deflneret ved punktvis addition af funktions-
verdior vere en derivation 1 F(M,p). Mzngden af derivationer er
jerfsr et vekicrrum. Hvis yp,ypef TpM stemmer addition=zn azp+bgp

i TPM overens med additonen som derivation.

Bevis. At aX +bY defineret ved fastszttelsen:

(aX,+bY)) [f] =aXp [f] Y [£] VY feFM,p),

er en derivation, fas ved direkte kontrol af 1 og 2 i definition 2.11.

Hvis Ep’ w ¢ T d ar axp+byp en veldefineret tangentvek-

tor 1 ph, som glver anlednlng til fglzende derivation:

(ag +bu) [f]= tgﬂ(p) (£x) (T (x,p) (ay +bw )

¥ ~1

x™ " (p)

hvor x er et vilkdrligtTkoordinatsystem omkring p.
Benyttes lineariteten af T(x,p) og d(fx) f3r vi:

(agp+bHF)[f]= agp[f]+bgp[f].
Detts beviser sidste péstand i lemma 2.12.

e 2.13. Lad X vere en derivation 1 F(M,p). Hvis
f:U =E og g"V--‘ﬁE1 tilngrer F(M,p) og f|UnV= g|UnV gzlder,

wvis. Lad h:M—E! have den konstante verdi 1. 8& finder vi:

Xp(h).—. X (h h)-X (h)'n(p)+h(p)h (h)= 2X (h).

Altsd er (h)—O. Da kp ar llnemr, finder vi si, at Xp:O
pd er vilkdrlig konstant funktion.
La f-g er konstant pd UV, far vi:O=Xp(f—g)=Xp(f)-XD(g).

Dotte er netop konklusionen i lemma 2.13.

Hvis X: DgEn-ﬂym or vt lokelt koordinatsystem péd M med koor-
dinater (u,,...,u,)€ D, kan vi betragte tangentvektorerne
§u1""’zu i punkternc af x(D)}. Disse udggr <n basis 1 tangent-
rummene (58 ongavc 11 § 2). Som derivation virker x, yderst simpel:

i
Xy, 5= (fx) == 1(o) V£ & F(Gi,p).
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Opgave_3. Vis under benyttelse af lemma 2.12 direkte, at

o T i o e s

X, ,...gun er linezrt uafhangige i ethvert punkt af x(D).

Lepma_2.14. Hvis x:DEE® = er et lokalt koordinatsystem
pd M som ovenfor, kan enhver derivation i F(M,p) pé en og kun
en made skrives som en 1inearkombination af tangentvektorerne

§u1,...,;un i 3 opfattet som derivationer 1 F(M,g}.

Hvis fE€F(d,p), kan vi, ndr Xp{f] skal beregnes, uden
indskrankning antage, at f er defineret pa en mangde UCx(D),
sa 3?1(U) er konveks (f.eks. en kugle). -

Ti1 denne konklusion benyttes lemma 2.13.

Bevis. Lad X._ vzre en derivation i F(i,p) .

Hvis fé€ F(M,p) er givel med disse egenskaber, kan vi benytte
lemma 2.10 pd funktionen f§;5f1(U)-9E1
371(p)=(c1,...,cn). Dette giver:

i punktet

n
ﬁg(u1,...,un)-f(gp= EE; (ui-ci)fi(u1,...,un)

hvor f; er glatte funktioner pa 371(U).

Da X eT 1-1-tydig kan vi definere funktionerne
Frsveos Py pd U ved fastszttelsen:

(fi(;(u1,...,un))=uimci for (u1,...,un)€.zf1(U).

Lad os ligeledes betragte frnktionen ¢ p& U med konstant
verdi f(p).
54 far vi:

n
t=@+ = P(£,x7) 98 UL
. i=1 -
Alle afbildningerne @, ¥, 08 £.x” tilhgrer FQM,p)

(hvorfor?). Derfor fés:
n

v TS ~1 -1
Xp[f]——XpW%iz.j X, (9 28, G ()4 fIpX, (£ ]}'

1 beviset for lemma 2.13 s& vi, at Xp[¥ﬂ=0.
Endvidere finder vi, at @5 ()= ¥;xleqy..-ycy))=0-

I fglge lemma 2.10 er:

PR .2 - -

£, (g)—fi(c1,...,cn)— Bui(f§)§f1(p)“£ui[f]'

Dermed har vi:

X [£1= 2 % [F 1y, [£)= ( ZX,0¢40x,) (£].

=
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Da Xp[ff’i] er et reelt tal, som ikke afhanger af

fé¢ F(M,p), ser vi:
e Exp[pi];ui.
Dette er den sggte rllinearkombin.eﬂ:.ion. Hvis Xp ogsd kunne
i 3 X = ill
skrives pa formen P ig-_-"jai&li’ ville

n
Xp[?j]= iZ='1ai;‘Ji[qﬂj]=aj. Derfor er linearkombinationen entydig.

Dermed er lemma 2.14 bevicst.

En af konsekvenserne af lemma 2.14 er, at enmhver derivation
i F(M,P) pd entydig mide kan identificeres med en tangentvektor
i TpM opfattet som derivatirn.

Kombinerer vi lemma 2.12 og lemma 2.1, opnir vi dﬂrfor
fplgende vigtige karakterisering af TpM

Sgtning 2.15. Lad M vare en n-dimensional glat mangfoldig-

e s i i 8 D
prosr e e e

hed, og lad pEM Tangentrummet T M kan sem ° vektorrum identie
ficeres med vektorrummet af derivationer 1 F(M,p) Hvis

x:D € E—>M er ot lokalt koordinatsystem omkrlng P, er tangent-
vektorerne (eller derivationerne) zu 3eeesX en basis i Tpu.

X

p€M en kurve, der reprasenterer den ta.ngentvektor, som svarer

til derivationen Xp i F(M,p).
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§ 3. Differentiable afbildninger.

Lad Mnog Nk vere differentiable mangfoldigheder af dimension

henholdsvis n og k. For at minde om dimensionen tilfgjes den
ofte til mangoldigheden som angivet.

Definition 3.1. Fn kontinuert afbildning F-P— NS kaldes

differentiabel, hvis det for ethvert par af kort x:D g B M
pd M og y:ECEX—N pa N med x” (F7'(y(BE)) # @ gelder, at

afbildningen

“rex” T (y(B))) — B C EF

ey differentiabel i sadvanlig euklidisk forstand,

Bemzrkning. Hvis F kun er defineret pd en aben delmengde

aff M defineres differentiabilitet af F tilsvarende. Vi kan

hin}

ligeledes definere differentiabilitet af F i et punkt af M.

Opgave 1. Vis, at en kontinuert afbildning F:M%—n% er

differentiabel, hvis og kun hvis det for enhver reel differenti-
ebel afbildning f£:0cN—E' med F~ ' (0) 4 # gelder, at
fF-F"1(0) —E' er en reel differentiabel afbildning.

N yere sferen med radius 1 og centrun

(o,...,o,1)EEn+1. Generaliser stereografisk projektion og opna en

afbildning P:Z?L(o,...,o,2)-—>En. Vis, at P er differentiabel.

Sztning 3.2. Hvis F:Mn—ﬁ>Nk og G:Nk

___________ — 1" er differentiable
afbildninger mellem differentiable mangfoldigheder, er GF:M—L
en differentiabel afbildning.

Den identiske afbildning ‘IM:Mn—-—)Mn er differentiabel.

Opgave_3. Bevis setning 3.2.

Til en differentiabel afbildning FeMn---;»Nk gnsker vi nu at
knytte en linezr afbildning F*p:TpM-—aTF(p)N for ethvert pei.
Samlingen af disse afbildninger vil vi kalde differentialet «f F,
tangentialafbildningen hgrende til F eller den inducerede 2f-
bildning af F.

Fglrende lemma sikrer os existensen af F

*p’

n .
omitring pEMn, oZ

Lemma_3.3. Nar k;c_,g _er kort pad .
¥y, ¥ er xort pd N% omkring q=F(p)eN", er fglpends diagram

kommutativt:
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d(f1F3.g(_"1(p)

—> . k
Sz (p)En Iy
T(x,p) | ' Yw
o b (2 G
TpM Ll d(x ' _},(_)x..‘] (p) d(z-1z)lz_1 (q’; LS.J.‘I
T(i_,ﬁ v v T(¥,9)
i 3 k-
Tgt (p) B —— ?Ty-1(q) "
) a(y” FE)X~1(p) -

for fglgende: Hvis man ved at fglge pilens retning kan ga fra et
objekt til et andet af to forskellige veje, er :de sammensstnin-
ger af funktioner, som vejene angiver, ecns.

grammer . At de 2 'trekanter" kommutereT fglger af lemma 2.7.

' ) i _ . At "kvadratet"
xommuterer, fglger ved en simpel anvendelse af kaderegien. Disse
observationer beviser lermma 3.3.

linezr afbildning F*P"TPM——aTF(p)N, s2ledes at fglgende dla-
gram =T kommutativt for ethvert par af kort x omkring pé&M
og y omkring F(p)eN:

F*p
5\
T(%x,p) _ @ T(y,F(p))
n g
Te-1(p)® 2Iy-1(2(p0”®

Ci@fﬁrilfk?)
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Bevis. Vektorrumsstrukturen pa TpM og TF( )N definerede

vi ved kravet om, at bijektionerne T(x,p) og T(ZBF(E)) skulle

vare isonmorfier.

Hvis vi valger kort x og y omkring henholdsvis p cg
F(E) cr vi derfor tvunget til at defincre F*p son falgende
sanmensatning af lineszre afbildninger:

F*p=T(1,F(g))"1 © d(y_'1Fgc_)X-1(n) o T(x;p).

Det or en konsekvens af lemma 3.3, at den lineare afbildning
Fy.sy Vi har defineret, ikke afhanger af valget af de kort, der

indgar i definitionen (Hyorfor?). Dermed er lemma 3.W4 bevist,

Lemra 3.4. definerer den linezre afbildning F*D:Tﬁm-—eTF(“)H.
h - )4

Fglgende sztning ziver on goometrisk beskrivelse af
k

ning, og lad peM.

w
].*,Do

vere en differentiabel afbild-

(1) Hvis ngTpM er reprasenteret af kurven e :Jg —>M eF

F*p(gp) reprzsenteret af kurven Fot: Jg —>N

(ii) Hvis EPET
pad fplgende made:

Ngr feR(N,F(p)) er Fy () (] =y_p[fF].

P =P

Bemzrkning. Hvis f:U—»E' tilhgrer F(N,F(p)), tilhgre

(1) Lad o=X:Jdg —>M med &£(0)=p reprazsentere Ty
Har vi fglger lemma 3.4 fir vi:

Fap(zy) = 1@, F@)710 a7 R g-1(p)° TP (xp)
2y, (e~ 0 Ay R o1y (£ &TH00))

:T(X,F(E))F1 ( a%(fT(F«’)(O))

Denne ligning viser netop, at kurven F&X reprgsenterer F*p

(ii) Laad igen.GK:J£->M representere ypETpM, og lad
£.U —>E' tilhgre F,F(p)). "
Fra(i) ved vi, at FeC reprascnterer F*p(zp).

T

M virker F, (¥.) som derivation 1 F(N,F(p))
I-

(¥,) -
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Derfor far vi:

Fep () (1= g (£(F %)) (0). = £ () (@)= [
Dermed er sztning 3.5 bevist.

___________ —1™ er aifferentiable
2fbildninger, 1y.M —3»M er den identiske afbildning og peM gzlder:

Sztning_3.6. Hvis r.MP—al®  og G:Nk

_rﬁ = 0
2 (L )sp=1p M
1. p p

Bovis. Hvis man benytter sztning 3.5, er beviset trivielt.

k

waldes en diffeomorfi, hvis der findes en differentiabel afbild-
ning G:NE—MD, saledes at CF=1y og FG=ly. _

To, mangfoldigheder M? og N® kaldes diffeomorfe, hvis
der Tindes en diffeomorfi FeMn-aNk.

Bemzrkning. En diffeomorfi er i fplge definition 3.7 en

differentiabel afbildning, der har en differentiabel invers.

k

Seetning_3.8. Hvis M? og N* er diffeomorfe differentiable

mangfoldigheder er n=k.

:
Bevis.Lad F:MP>——N* varc en diffeomorfi med invers G:N—M,

og betragt peM. )

' Da GF=1,;

o0

og FG=1y giver satning 3.6.:

= o) -
G*F(p)o F*p~1 DM og F*p G*F(p) = 1

Tl
TF(p)k

Dette medfgrer, at F*U;TPH _—aTF(p)N ar an isomorfi mellem et
n-dimensionalt oy et k-dimensionalt vektorrum. Derfor er n=k.

sand, hvis blot M og N er homeomorfe. Her er satningen kendt som
Brouwers orstning om invarians af omrade. Denne satning er noget
vansxkeligers at bavise,

Cprave_5. Via, at mangfoldighederne i opgave 5i § 1 er

Definition 3.9.Hvis ~ M

or differcentiabel og peEM,

&

vil vi ved rangen af 1 p forstd ranzen af den linemre afbildning



O

F*p:TpM‘—aTF(p)N. Rangen af [ 1 Egﬂ betegnes med rgpr.

K £

Bemarkning. Nar F:MU—>N% gzlder altid, at

rg. F< nin (n,k). .
Rangsn af T 1 et punkt kan vi let bestemme v.hj.a. kocr-
sinatudtrykkene for F.

3 2 . 5 -
Satning 3.1o. Lad #-MPaE® vzre en differentiabel afbildning,

og lad peM. Lad x vare st kort pah M omkxring v, o8 ¥y &t kort
3 geldsr det, at rgpF=rgx_1(p)(zf1F§). Rangern
v=1Fx 1 ¥ '(p) kan bestemmes v.hj.27 Jacobiantmatricen for

Fxo1ox- ). T

p& N omkring F(p). 5é
T"'

Bevis. Da T(x,p) og T(y,F(p)}, som ‘ndgér i definitionen afl

rgPF har som funkition af p fglgende egenskab: Omkring

&

ethvert punkt pel findes on omegn Uy af p, sdledes at
rggfgrgf? for ethvirt gﬁUp. Denne egefiskab viser, at rgﬁ? er
nedad halvkontinuart som finktion af D. ]

Mazngden af punkter, hvar rangen af F: 4PN netop er n, er
en aben delmangde af M,

Oppave_ 6. Bevis sztning 3.11.

Opgave_7. Bestem funktionen rg? for fglgende arfbildninger .
F:E->E

a) '(x) = x%

f-':§" sin?( -1 + x 40
by 7 )=iC ¥

Ved at lmgge krav pd den inducerede afbildning, kan vi udskills
en klasse af differzntiable afbildninger, som har szrlig inte-
resse i differential geometrien, nemlig immersioner (immersions).

Disse afbildninger har szrligt simple koordinatudtryk. De neste
sgtninger giver os dissc udtryk.

Fzrst citerer vi satningen om inverse funktioner. &t Levis
for demnnc sstning kan f.eks. findes i Rudin- "Principles of Mathe-
metical Analysis" (thr. 9.17, p. 193.).
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e s am i =

og lad F--O-—-—>En vzre en differentiabel afbildning. Antag, at
rgpF=n i et punkt EFO (skvivalent: dF_ er ikke-singuler). S8
fitdes der &one omegne U af p og V af F(p), sidledes at

P afbilder U diffeomorft pd V. B

Kort, men rammende, kan sztning 3.12 formuleres saledes:
Hvis de har en invers, har F 1lokalt en invers.

Fra smtning 3.12 f&s en rakke nyttige saininger

0€0, og lad F:O-—%Ek (med ngk) vare en differentiabel afbild-
ing,s& F(o)=o of rgO?;E:_ugé findes en diffeomorfi G mellem
2 &bne omegne af o 1 Ek, siledes at GF pa en dben omegn U

af gﬁEn har formen-

GF(u1;...,un) = (u1,...,un,o,...,o) vV (uqy .. u€T

F4=F7

fig. L.

Bevis. Lad F=(f15...,fk).

F giver anledning til folgende Jacobiantmatrix:



RV U
oy oy,
LA
o, %

3, .- 3%
. oYy oYy

Denne matrix har rang n i o. Ved en permutation af r&k-
kerne kan vi derfor opnd, at de fgrste n rakker er lineart uaf-
hangige. En permutation af koordinaterne i EX er klart en diffeo-
morfi af gE pd sig selv. Ved at cfterfglge F med en diffeo-
morfi i Ek(permufation af koordinater) kan vi sdledes opnid en ny
afbildning fra C) ind i Ek, hvor de fgrste n rakker i Jacoblant-
matricen er linesrt uafhazngige. I sidste instans gnsker vi allige=-
vel at rette p4 ¥ med en diffeomorfi. Vi kan derfor uden ind-
skraniming fra starten antage, at F=(f1,...,fk) far rang n 1 Q

-

ved, at nxn - matricen:
f.«&%
'l auj 1,j=1,...y1n
er ikke singul=sr i Q.
Led (k1,...,xk) vere koordinaterne i ES. Swt

J-= {(x1,...,xk)| (x1,...,xn)e(3} . () er en dben delmemngde af X,
Betragt nu fplgende afbildning H:()' —-‘>Ek med koordinatfunktioner
hyyeeeshy defineret ved fastsattelsen:

hi(X;l,.l'l,Xk) - fi(x1’...,xn) i=1,0..,n

hi(x.‘,n-o,xk) = Xi'l'fi(x,],..-,xn) i=n+1,||o,k|

Da F er defineret pd O, kan vi virkelig definere H pa

()' ved denne ansats.
Jacobiantmatricen for H far fglgende udseende:
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(2f; . &
bx1!-- ri?--.?
éfg LU A f : O LI 0
oX4

by
Den skraverede delmatrix indeholder elementerne g;j* for
J

L ) s o et e *Q

i=n+1,...4k, men er uinteressant.

Dette udtryk for Jacobiantmatricen af H viser, at rangen
af H 1 QﬁEk er k.
S@tningen om inverse funktioner giver sa, at H afbilder sn omegn
Ur af gﬁEk diffeomorft pd en omegn V' af H(Q)=QEEk.

Szt nu G=(HlU')“'1 og U=F- (V')A U,

For (u1,...,un)eU finder vi sa:

F(u1,...,un)=(f1(111,...,un),...,fk(u1,-..,Iln))

=H(u1,...,un,0,...,0)
Altsa:

GF(QT,...,un)=(u1,...,un,o,...,O) pé Ua
Dermed er satning 3.13 bevist.

Sztping_3.14. Lad()gEn vEre en iben delmzngde af E- sd
0e(Q, og lad F:() ~>EX (med n3k) vare en differentiabel afbildning,
s& F(0)=0 og rgOF=k._§§—?Eﬁaes en diffeomorfi G mellem 2 &bne
omegne af 0 i ET, siledes at FG p& en 3ben omegn U af oeED
har formen:

FG(u1,...,un)z(u1,...,uk) b/(u1,...,un)e u.

af koordinaterne 1 En, som kun vil ®#ndre p4& F med en diffeomorfi
1 En, indser vi, at vi uden indskrazniming fra starteh kan antage, at

F=(f "’fk) har rangen ¥ 3 o€E} ved at matricen

1?°



27 .

af.l af]
-5;1‘ - . & an
3fy ... of

ax1 éxk

er ikke-singular i oeER,

Betragt nu fglgende afbildning H:0 —> 8" med koordinat-
funktioner h1,...,hn defineret ved fastsattelsen:

hi(x,‘,.-.,xn): fi(x1,--o,xn) fOI‘ i=1=-u-’k

hi(x1,...,xn)= x5 for i=k+1,...,0,.

Jacobiantmatricen for H far fglgende udseende:

Y )

N
N,

N
NN

k.

R
R
AN

T EEEN N NI N NI
-

Dette udtryk for Jacobiantmatricen af H viser, at rangen
af H 1 Q_EEn er n. '

Sstningen om inverse funktioner giver sd, at H afbilder eh
dben omegn af o€E? diffeomorft pd en 4ben omegn af H(_0_)=g€En.

Den inverse afbildning til H er den sggte diffeomorfi G.
G er defineret pd en &ben omegn U af o€E",

For (u1,...,un)EU fas nu:

Glu,gese ,un)= (x1 yeos ,'xn) med

11°

'Lli=fi(x1,.--,xn) fOI‘ i=1,ooo,k

ui=Xi :..‘Or i:k+1 geoe ,1’1
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Deraf fglger:

FG(U.,I,-..,un)z(f1(X1,-..,Xn),-..,fk(x,l,...,xn))

=(u1,.-“’uk) pé UI

Dermed er satning 3.14 bevist.

Opgaye_8. Bevis fglgende s=tning:
Lad O €CE® vzre en &ben delmzngde af s s3 0, og lad

p: O —EX vare en differentiabel afbildning, si F(o)=o og

rgpF=r V'pe O . S& findes der diffeomorfier G og H af omegne

af~ o i henholdsvis E® og Ek, saledes at

HFG(u1,.l.,%)=(u1,l‘G,ur’o’l..’o)
p& en omegn U af o€ET,

Vi kan nu definere irmmersioner.

Definition 3.12. En immersion er en differentiabel afbildning

FMP 3 N°, der opfylder et af fglgende zkvivalente krav:

. i - \ P
i) F*p,TpM TF(p)h er 1-1-tydig VP_eM .

i,) reg F=n V pe

13) For ethvert punkt B?M’ findes der lokale koordinatsyste-
mer ;_c_:DgEn-?M cekring p, 08 Z:E__(;Ek-u-}N omkring F(p), saledes
at Ft!'s koordinatydtryk y”1R§ har formen:

y“1E£(u1,...,un) = (u1,...,un,0,...,0)

hvor (u.l,...,un) er koordinaterne i D.

12) g 13) Betragt p € M og lad fgrst

~ oK s .
_}g:DgEn-—>M og y + ECE —>»1 vzre vilkédrlige koordinatsystemer

omkring henholdsvis p ©Of F(p). Translationer .i et euklidisk rum
er klart diffeomorfier. Derfor-kan vi frembringe nye kort 1 atlasset
pa en differentiabel mangfoldighed ved at flytte koordinatomradet
for et kort rundt i det euklidiske Tum v.hj.a. translationer. Disse

bemeriminger viser, at vi uden indskrznkning kan antage, at

xi(p) = g€ B og TR = 0 B
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Afbildningen ‘;'1F£ opfylder nu kravene 1 satning 3.13,
idet rgo(szEg) =rgF=n er give;. Der findes s& en diffeo-
morfi G af en Aben omegn af o € B Fd en anden omegn E af
Qo € Ek, sBledes at G§"1F§ har den sggte form., Betragt nu koor-
dinatsystemet y : ECE'—3N, hvor y = ¥6~'. Pr. konstruktion
opfylder y'1F3:'det gnskede.

fig. 5.

) ==%>12) Vi betragter koordinatsystemer x og y , s&
-1 L

L5

Fx har formen:

fedd

(u1,ooo,un) "‘)(ua‘,oou,ungo’lonso)o

Jacobiantnatricen for denne afbildning har formen:

)
T, o

¢ 0Ty
O"'G

\O. » . O

Heraf ses, at y'1F§ har rangen n, og dermed, at F har

rang n 1 et punkt ~£ € M, s& x er et koordinatsystem omkring
p, og y er et koordinatsystem omkring F(p).
Dermed er zkvivalensen af i1, 12 og i3 bevist.

Ved at benytte sztning 3.14% kan vi bevise zkvivalensen af
kravene i fglgende definition.
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. — 2
S,) F*p : TpM TF(p)_N er pa VE €M

rgpF=k VpelM
For ethvert punkt p € M, findes der lokale koordi-
natsystemer ;;DgEn——%M omkring p, og ¥ EgEk-aN
omkring F(p), séledes at TF's koordinatudtryk

v~ 'Fx har Tormen:

-Y-1F_Ix_(u1,uto,%) = (u'},""uk)

hvor (u1,...,un) er koordinaterne i D.

gy

i Serge Lang's bog "Introduction to DifferentigblkManifolds". Beteg-
nelsen submersion er ikke almindeligt anvendt. Sommetider bruges
wdtrykket "F__har maximal rang" (hvilket betyder, at F*p 1-1=-tydig
nar ungk, og F*p pa ndr n2k) som fzlles betegnelse for det, vi
har kaldt immersion og submersion.

Af i. 1 definticnen 3.15 fremgdr det, at en immersion er
lokalt 1-1~tydig. Det er let at konstruere exempler pa immersioner,
som ikke er globalt 1-1-tydige.

Exempel 3.17. F9E1*+>E2 defineres ved fastszttelsen
F(t) = (83-t,m2y ) Ve B,

Man konstaterer, at F'(t) 3 0 ViekR 1, og at F(-1)=F(1)
ar et dobbeltpunkt for F. F er altsid en immersion, som ikke eT
globalt 1-1-tydig :

£ 1
NV=£7

N
3\

fig. 6.
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Fglgende klasse af 1=1-tydige immersicner har szrlig interesse:

I e Lt

homeomorfi pd sit billede (i den inducerede topologi}, kaldes en
imbedding.

Fglcende exenpel viser, at ikke alle t=1-tydige immersicner
er imbeddings.

Exsmpel 3.19. Lad M=]-2,1[¢E' og N=E°.

e i e e iy e et s s

Definer F:M —>N ved fastsattelsen:

P(t) = (83-t,—25) VteT-2,10.
1+t

Man konstaterer let, at F er en 1-1-tydig immersion. Da
F(t)-—)F(-1§ for t —>1, ndr F(M) gives den inducerede topologil
fra N, er F~! ikke kontinuert. F er alts& ikke en imbedding.

\
|

4 w
/M .~ =£
2 -7 7 | ’
fig. 7.

.-|
s

Sztning.. 3.29. Lad F:M—=>N vare en 1-1-tydig immersion mellem
Hausdorff'ske differentiable mangfoldigheder,; og antag yderligere,
at M er kompakt. 34 er F en imbedding.

Bevig. Vi skal vise, at F-1.F(M)>M er kontinuert, nir
F(M) gives induceret topologi fra N.

For at vise dette, betragter vi en vilkadrlig lukket deimangde
C af M. Beviset er fgrt, hvis vi kan vise, at (F'1)°1(C)=F(C)
er en lukket delmsngde af F(M).

Da M er et kompakt topologisk rum er C kompakt. Idet F
er kontinuert fglger s&, at F(C) er kompakt i N, Da N er et
Hausdorff rum, er F(C) derfor lukket i N. S& er F(C) Ilukket

i F(M4), hvilket skulle bevises.

Svarende til de¢ forskellige typer af differentiable afbildninge:
har vi forskellige typer af del-mangfoldigheder.

‘Definition 3.21. Lad e 0g Hk vaere differentiable mangfol-

digheder, og antag, at M er cn delmengde af N. Lad F vare
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inklusionsafbildningen af M i- N. Hvis F er en immersion
kaldes M en immersed del-mangfoldighed i N. Hvis F er en
imbedding kaldes M en dgl-mangfoldighed i N.

Exempel 3.22. Hvis n  k kan E? opfattes som del-mangfol-
dighed af ved indlagningen F(u,,...,u ) = (uy,...;u,,0,.,0).

Fplgende sztning viser, at enhver del-mangfoldighed lokalt kan
beskrives som i exempel 3.22.

Szining_l.23. Lad M? vere en (immersed) del-mangfoldighed
af NE, og lad p€EM. Opfat o - B som i exempel 3.22. Der
findes et lokalt koordinatsystem X : D & Ek-———é N pd N omkring
p, sdledes at x(DnE®) €M og xIDAE*: DAE® —> M er et

lokalt koordinatsystem p& M omkring bp.

Bemazrkning. Et koordinatsystem p& M, der fremkommer som i

sgtning 3.23, vil vi kalde et arvet koordinatsystem.

Opgave_10. Bevis sztning 3.23 (Benyt i; 1 definition 3.15).
Vis, at konklusionen i saztning 3.23 giver en ngdvendig og tilstrzk-~
kelig betingelse for, at M er en immersed del-mangfoldighed af N.

Sztning _3.2%. Mangden af n-dimensionale differentiable mang-
foldigheder i Ek er netop mangden af n-dimensionale del-mangfol-
digheder af EF.

Sztning 3.25. Hvis M — N er en (1-1-tydig immersion)
imbedding er F(M) en (immersed) del-mangfoldighed af N.

Opgave_11. Bevis satning 3.24 og sztning 3.25.

Af sztning 3.25 fglger bl.a., at en imbedding af en 2-dimen-
sional differentiabel mangfoldighed i ES giver en flade i E°.

Definition 3.26. Fn n-dimensional del-mangfoldighed af E°T

kaldes en hyperflade i En+1.

Opgave_12. Formuler og bevis en s®tning om inverse funktioner

i teorien for differentiale mangfoldigheder (Benyt sztning 3.12).
Opgave_13. Bevis fglgende s=ztning:

Lad M vere en del-mangfoldighed af N° og lad F:L —> N
vere en differentiabel afbildning, sdledes at F(L) € M. Da er
F betragtet som afbildning F:L -——> M differentiabel.
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Oprave_15.Lad F:M™—>N¥ vare en differentiabel afbildning,
og lad ¢ € N. Antag, at W = F"1(q) + g, og at F har rang k

i alle pahkter af W, Vis, at W kan gives en differcentiabel
struktur, saledes at W bliver en (n-k)-dimensionel del-mangf.l-
dighed af M, e

I de fglgende opgaver betragtes e¢n razkke Lic-grupper.

Definition 3.27.Zn Lie~gruppe G er en gruppe, hvis under-

liggende mangde ogsa er en differentiabel mangfol@ighed, sédledes
at gruppeoperationerne er differentiablc, d.v.s. sd afbildningerne:

M GxG ~—>GC
T: G —=—>G

defineret ved fastszttelserne u(a;b)=a‘:b og TTa):a"? Va,b e s er
differentiable afbildninger.

(G®G ggres 111 differentiabel mangfoldighed ved som kort
akb benytte xxy, hvor x og y er kort p&d G).

Opsayc 16. Hvis G er en Lie~gruppe kan man for ethvert
a € G betregteafbildningerne La:G-—éG °g R :G—=>G defineret

ved, at L (x) = ax og R, (x)=xa bke G. Vis, at L,og R, er
differentiable afbildninger. Man kalder disse afbildninger for
nenholdsvis venstre og hgjre translationer.

Opgave 17. Vis, at Gl(n) er en Lie-gruppe.

Opgave_18. Lad 0(n) vare mengden af ortogonale n xn-matricer.

En nxn-matrix A € L(n,n) tilhgrer pr. definition 0(n) hvis
og kun hvis
pea® =1
hvor A er den transponerede matrix af matricen A, og I er
identitetmatricen.
Hvis A1|, Ael, ceey Anl betegner de n sgjlevektorer i

A € L(nyn) har vi:

tr

Gyl 1> = 1 for i=1,...,n
A€ 0(n) &
@i|,Aj|> = 0 for 1<iKjsn )

 hvor {+s > er det sadvanlige indre produkt af vektorer i ER,
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Fn matrix A i 0(n) er siledes beskrevet ved n+(3)
ligninger. De fgrste n ligninger udtrykker, at sgjlevektorerne
i A har lzngde 1, og de sidste (2) ligninger udtrykker, at
2 indbyrdes forskellige sdjlevektorer er ortogonale.
Vi definerer nu afbildningen

2
F : L(n,n) = gl —> En+(%)

-

ved fastssttelsen:

F(A)z(.'.,<Ai|,Ail>9...,.‘.,<Ai|,Aj|>,...)
1 £i<j € n

v — e S

n pladser (g) pladser.

De sidste (2) pladser ordnes leksikografisk.
Vis, at F har rarg n4)) 1 alle punkter af F~'(1,...,1,0,..,0
n (g).

Viz dermed, at O(n) er en g—'-7,2(-]:3-"---1-‘1---dirfw;ns.ionaf}. del-mangfol-
dighed 2f L(n,n).

Vis, at 0(n) er on del-mangfoldighed af Gl(n).

Vis, a2t multiplikation af matricer og dannelse af inverst
clement 1 CL(n) fgres over til 0(n).

Vi far altsid afbildninger:

/ueo(n) X 0(n) ~>0(n)
7 :0(n) —=>0(n) J

nvor 4 (A,B)= A-B og T (A)=A"" 4,8 ¢ 0(n).

Vis, at 4 og T er differentiable afbildninger, nir 0(n) ¥0(n)
gives produktstruktur.

Dette vil vise, at O(n) er en Lie-gruppe. Vi far faktisk,
at 0(n) er en del-Lie-gruppe af GL(n).

Grupperne O0O(n) for n=1,2,3,... kaldes de ortogonale grupper.
0(n) kan identificeres med mengden af ortogonale transformationer
i E.

Vis, at 0(n) er kompakt (Hint:0(n) 2lukket og begranset i En2).

natrix i L(n,n), som kun adskiller sig fra identitetsmetricen ved,
at elementet i i'te rzkke og j'te sgjle er ) . Eij(% ) kaldes en
elementer matrix. Lad Dg/z) vere den matrix i L{nyn), der kun
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adskiller sig fra identitetsmatricen ved, at clementet pa
pladsen (n,n) er ¢ i stedet for 1.
Vis, at enhver matrix A € Gl(n) kan skrives pd formen

()\1) "'Eij ()\p)-D(det A).
PP
Vis, at Gl(n) har 2 kurvesammenhangskomponenter svarende
til positiv og negativ determinant (Hint: Betragt for 2n elementer

natrix Eij(x ) den nye elementzre matrix Eij(tA ) 0<tL).

A-‘-‘-E
1434

Vis dernast, f.eks, ved at benytte Gram-Schmidt's ortogonalise-
ringsproces pa sgjlevektorerne i1 de forbindende matricer i Gl(n),
at 0(n) har 2 kurveszmmenhazngsk-aronenter svarende til determi-
nant =1.

Lad 60(n) vare sammenhangskomponenten bestiende af matricer
i 0(n) med determinant 1, Vis, at SO(n) er en undergruppe af

O0(n) med index 2(Hint: Betragt determinantafbildningen

det:0(n) —> $-1,1 ).
Grupperne S0(n) for n=1,2,3,... kaldes de gpecielle ortogo-

Opgzve_20. Vis, at S0(2) er diffeomorf med 81, hvor 8

1

indbyrdcs forhold er givet ved:
S0(n) € o(n) C Gl(n) for n=1,2,3,... .
Disse Lie-grupper er noglce af de sakaldte klassisk matrix
Lie-grupper.



36
§ 4. Tgngentbundtet og Lie-algebraen af vektorfelter for

en differentiabel ma oldighed.

I § 2 betragtede vi Ae enkelte tangentrum for en differenti-
abel mangfoldighed som vektorrum uden indbyrdes forbindelse. I
denne paragraf vil vi samle tangentrummene i et bundt af vektor-
rum. Dette bundt af vektorrum kan vi give struktur som en diffe-
rentiabel mangfoldighed. Derved opstar tangentbundtet knyttet til
mangfoldigheden. Tangentbundtet er et specielt exempel pi& den mere
generelle begrebsdannelse et differentiabelt vektorbundt, som
igen er et specialtilfalde af begrebet fiber bundt. I de fglgende
paragraffer skal vi se exempler pd vektorbundtsr, der har betydning
1 differential geometrien. Disse bundter har alle sterk tilknyt-
ning til tangentbundtet for en mangfoldighed.

Historisk har bundtsynspunktet sin oprindelse i perioden
1935-ko0. De fgrste generelle definitioner blev givet af H.Whitney.
Det var imidlertid fgrst omkring 1950, at begreberne var klart for-
mulerede. Fiber bundter har vist sig af stor betydning for differen-~
tizl gecmetriens udvikling.

Exempel 4%.1. Betragt enhedscirkien s 1 E. Afsztter vi
tangentvektorerne til s’ traditionelt (fig. 8), bliver alle
planens punkter uden for s’ endepunktet for 2 forskellige tangent-
vektorer til st, Afsztter vi imidlertid tangenterne vinkelret pa
E° (fig. 9) fas en t~-i~-tydig korrespondance mellem tangentvektorer-
ne ti1 8’ og punkterne pi cylinderen s'x ', 8'x B! er en .
2-dimensional eéifferentiabel mangfoldighed, og projektioner. pd fgr~

ste faktor 7 : s' B'—5 8" er en aifferentiabel afbildning.

Urbilledet ZTT“T(p} af et punkt pES1 er netop identificeret mszd
g1 B bl

tangenten TpsT til 8’ i p. S'XE' er altsd et bundt af 1-di-

mensionale véktorrum, nemlig tangenterns til 81. Vi skal senere
se, at dette netop er tangentbundtet for S1.

s’
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Lad 1 det fglgende M?  vzre en vilkarlig differentisbel

mangfoldighed.

Hvis x: DgEn——aM er et lokalt kcordinatsystem pd M med
koordinater (u1,...,un) € D, har vi set, at tangentvektorerne
X, (@yyeeesp)yeey Xy (Wy5...,u,) er en basis i tangentrummet
ovdr punktet ,;(u1,...? u ) for ethvert (uy,...,u ) € D.

Inden vi definerer tangentbundtet for M, vil vi undersgge,
hvordan disse tangentvektorer transformerer ved skift af koordi-
natar.

Lad derfor x: DgEnn-—--)M og y: EgEn—aM vere 2 koordi-
natsystemer p& M med x(D)Ny(E) + @, og lad (ujy...,u)) £ D
og (v1,...,vn) € B wvare koordinaterne for henholdsvis x &g M

Koordinatskiftene .Z-TK O ;fTX giver en korrespondance

mellem koordinaterne (u1,¢..,un) oK (V1"“’Vn)' De er sdledes
beskrevet ved funktionssystemer:

Vi= f‘i(u1,¢--,'u:n.) i=1,-..,1’l

Og

11_‘:—; gi("r,‘,oot,vn) i=1,-oo,n

-

Som regel vil vi tillade os at betegne funktionerne fi og 84

mad nennoldsvis v, 0g u,- Med denne vedtzgt beskrives
1

Zﬁ X og 5;12 derfor ved funktionssystemer:

vi:: vi(u.],lii,un) i=1,o00’n

ui:‘.'.' lli(v‘]’...’vri_) i-_-1,ooo,no

Il

av.
== el 3 = 1
X, = 5 V. for i=1y...9n
-ui ;1 c,ui _Vj

eller mere przecist udtrykt:

na.
;ui(u1,...,un) = ;;;éﬁaj (Wyyeeesy) ¥, (vaQuyyeey)yeen,

J

m(u1,...,un))

YV (agyeeeyn) € x7 &Ny (B)) 05  i=1,...,n.
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ligning i lemma 4.2 netop er, hvad det przcise udtryk angiver, vil
vi i det f@glgende ofte tillade os kun at anglve det korte udtryk.

Bevis_for lemma 4%.2. Da Yy 9++°3Y, €T en basis i tangent-

rummene over punkterne 1 (DN }(b), f‘1?des der funktioner

ag: 1(K(D)ﬁy(E)) ——— E" for j=1y+4.,n, siledes at
n
%i(u.],.-v’un) = 3_1 aj(u,l,---,%) zvj(v1(u1,.-.,un),...,
Vh(u.’,.u-,un))

i alle punkter (u1,...,un) € x'1(gc,(D)n_y_(E)).

Vi gnsker at bestemme funktionerne CRERRRYE-e

Lad dertil §,: y(E) =B vare den k'te koordinatfunktion
for koordinatsystemet N ?1, or altsd defineret ved fastszttelsen:

?’k(z(v“...,\rn)) = vy 4 (Vyy+eeyvy) € E,

Da @.x = (6}9}5{}(}'43{_) er det Xlart, at y_'1§=(t,()1z,...,99ng_c_).
Heraf fgiger, at

Vk=vk(u.i,...,un) ?x(u.q,o-l n) for k=1,""n'

Opfattes tangentvektorer som derivationer far vi nu:

. D NP n
3'=ui*'501cJ - 3":1 aéi‘\fjl'@k] = == 5 e dymay

= %3 av crec R 1 .
Samtidig finder vi:
xy, [Pyl= aépﬁ%) =§Zk :
H s i

— 2 Vi
Dermed har vi vist, at a,= aa—l—- 5

Heraf fglger den sggte formel-
v,
oy

X, = Y.
U §=1 oW Yy,

Transformationsreglen i lemma 4.2 er let at huske, ndr blot
man erindrer kadereglen. Hvis f: U—)E er en differentiabel
afbildning med Ucx(MnNy(E) viser fglgende udregning hvorfor:
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i
Il f v V.
-"-Za(l) 2 1o & 20Uy [
EET avj ouy Syouy v
noJv,
= ( "-"——"]"" rf
21 SUy. ivj)l--]
Da f wvar vilkérlig valgt aflzses heraf, at
n v,
= el
X, = -y 5
Y %E%‘BL =3

Dermed har vi bevist lemma 4.2 pany.

Opgave 1. Lad p € M-, Betragt mezngden af par (x, a), hvor x
ng Ly )y

a Ao n
er et kort pa M omkring p, og a € E .
I mangden af disse par defineres relationen ~ ved fastszttelsen:

(8, 2) ms (37, ) &= b = d(y_'1z'-_)x-1(n)(a.‘1-

Hvis (u1,...,un) og (v1,...,vn) er koordinaterne for henholds-
vis x og Yy, far vi den =zkvivalente betingklse:

n av .
(x, 2) v(y, R) &by= Z_I1 ggi_—-(;"‘(g)) a;.
Vis, at ~mwer en &kvivalensreiation.
Indfgr additionen (x, a) + {(zx, ¢) = (x, 2 + ¢).
Vis, at denne addition inducerer en addition i mangden af
zkvivalensklasser ved ~/ .

Vis, at der derved opstar et vektorrum isomorf med TpM.

Opgave 1 viser, at transformationsreglen i lemma 4,2 Eﬁrakte-
riserer mengden af tangentvektorer i ethvert punkt atf M. It system
af talsaet xnyttet til et punkt i et n-dimensionalt rum, et for et-
hvert koordinatsystem comkring punktet, der transformerer som i
opgave 1 (lemma 4.2) kaldes klassisk en contravariant tensor af

orden 1. Opgave 1 viser, at disse tensorer prazcis er mengdan af
tangentvektorer i det omtalte punkt af rummet. T litteraturen mader
man derfor ofte tangentvektorerne til en mangfoldirhed omtalt som
de contravariante vektorer.

Tangentbundtet 7'(M) for M' er en tripel (T(M), T, M), hvor
M? er en n-dimensional differentiabel mangfcldighed kaldet basis

rummet for T(M), T(M) er en 2n-dimensional differentiabel manglol--
dighed ¥aldet bund$ rummet (eller total rummet) for (M), og
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77'M: T(M) ~>M er en differentiabel afbildning kaldet projektionen
for T(M).

. Som antydet afhznger TM) og ’7T'M direkte af M. Vi vil nu
konstruers disse ingredisnser af T,
Som punktmzngde skal T(M) vzre den disjunkte forening af
tangentrummene for M, altsé:
T(M) = U TpM S
peM

hvor -‘-’-p ag Eq kun regnes for ens, hvis p=q og y_p:_‘gq i Tp(M).

Afbildningen TT'M"T(M)——rM defineras ved fastsattelsen
ﬂ}{(gphg for A € TI?M'

T{M) er altsd samlingen af alle tangentvektorer til M, og
’i}"M ey projektionen af en tangentvektor pi sit fodpunkt.

Vi gnsker at forsyne T(M) med en differentiabel struktur, sd-
ledes at ’ITM bliver en differentiabel afbildning.

Lad derfor gjvmx':ﬁ et del-atlas for den differentiable struktur
vé M. '

For ethvert kort x- D€ E"-»M i gbmed koordinater
(@;y+..,u.) € D, kan vi definere afbildningen

X: D xE® —>T(2)
ved fastszttelsen:

n
a4
Xy eeenlUys tyyeenst) = jgtigﬁi(up...,un)

hvor (u1,...,un) € D og (t‘l"""tn) e EO.

Dz D er en &ben delmaengde af E" er DxE® en &ben delmengde
al E2n? og da Xy ,gc_hh er en basis i tangentrummene i punkter
af x(D), er afbildﬁingon ¥ en bijektion af DxE" p3
77}4'1(3_(13)). Dette viser, at X er et lokalt koordinatsystem pd T(M).

Vi nemorker, at 'IT}_{"T(_:&(D)) netop er maengden af tangentvek-
torer til M i punkter af x(D). .
ad vere samlingen af lokale koordinatsystemer X dannet

O =) 2 & = .
fra x € J p& ovenstaende mide. Vi gnsker at vi se, at er et

t=

2n-dimensionalt del-atlas pa T(M).

Dertil skal vi vise, at 1, 2 og 3 1 definitionen 1.2 er op-
fyldt. e ~

Det er trivielt, at billederne af X € P overdskker M, idet
X(Dx EY) = ‘W‘?_{"T(;g_(D)? og billedernc af x € P overdskker . Detts

viser 1.
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Hvis % DxEn—j_/T(M) og ¥: ExEP— T(M) er lokale

koordinatsystemer 1 5” konstaterer vi, at

N EDx B A FEXED)

2N xD)m y(B)) ¥ B

og

~=

7T EOXENATEXED) = 5T @Ay E)x P,

Da hgjresiderne er &Abne delmzngder af Egn, har vi vist,

at 2 er opfyldt.

Hvis de ovenfor beskrevne mangder er ikke tomme, skel vi nu
vise, at afbildningerne 'i'rﬂg og 5:_"1?' er differentiable i1 szd-
vanlig euklidisk forstand_pé disse man-g-der.

Lad dertil (uy,...;W;, tyy...,t ) vare koordinaterne i D xEP
og (vq,..., Vo 51,...,sn) koordinaterne i EXER,

Idet vi benytter lemma 4.2 fglger:

zr.--

ol
s <

Yy s ey u ) )))

~

n n .
=y (3 (3 -g—u'?-(u”...,un)-ti)zv.(v,l(u“...,un),...,
3 .

\{.(u,ll‘j cee,u ) ))

n v nav
= (T (Uayeeost VyoonyV (Usynne i) LT S -t ¢ P
1Y ’un ’ LA « R I ’un ’ i‘; 5‘11 i? ,i=15ui i

1‘7‘
I sidste linie skal —a—al stadig tages i punktet
1

(uyy...,u) € D.
For E '137 fds et tilsvarende udtryk. Da ogs3 de partielle

afledede er differentiable funktioner, fremgir det af af disse ud-
Fad

tryk, at ¥y '1‘3_’ og X '13}-' er differentiable afbildninger. Dermed
er 3 bevist.
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Vi observerer, at

el ¥ 1

= (y

x, d(y™'x)

Og

4R

Den fgrste samling af koordinatfunktioner (zﬁ1§ og 3f1y)

tager sig af koordinatskiftet pd& M, Den sidste samling
{d(y'1§) og d(;’1y)) transformerer vektorkomponenterne,

T Vi har séledes—bevist, at ethvert del-atlas pd M giver
anledning til et del-atlas pd T(M). Beviset for denne pistand inde-
holder ogsd beviset for, at 2 fordragelige del-atlas p& M giver
anledning til 2 fordragelige del-atlas p& T(M).

Dermed har vi bevist, at den differentiable struktur pad M
giver anledning til en veldefineret differentisbel struktur pi
TM}. T tenkes altid forsynet med denne struktur,
Vi skal nu blot vise, at med denne struktur pd T(M) bliver
?Tﬁ en differentiabel afbildning. Hvis x:D 9 M er et kort p& M,
og %3 DwER—3T(M) er det tilsvarende kort p& T(M), er det til-
strakkeligt at vise, at x WX er differentiabel for at slutte, at
ﬂrﬁ er differentiabel (Hvorfor?). Det er imidlertid let at indse,
at x ;M'_}_ct: Dx B D er projektionen pd fgrste faktor, med andre
ord, at fglgende diagram er kommutativt:

X

Dx EF —-—-—é--—)T(M)-

proj.

D —s M
x

Heraf fglger trivielt, at §'1ZG@Z er differentiabel.
Dette afslutter konst?uktionen af tangentbundtet hgrende til
den differentiable mangfoldighed M.

For ethvert bundt er det af interesse at betragte hundtets
tversnit. I et tangentbundt kaldes tversnittene vektorfelter.

S e e e R S e e

rentiabel mangfoldighed Mn, er en (differentiabel) afbildning

X: M—T(M), sdledes at PX = 1.
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Bemgrikning. BetingelsenTﬁMX = 1M sikrer, at X til ethvert

e

punkt p € M netop knytter en tangentvektor i TpM. Denne tangent-

vektor betegnes med X_ eller X(p). X giver sdledes et snit 1
mzngden af tangentvektorer til M.

findes n entydigt bestemte reelle funktioner BqgeeesBy defineret
pd D, sdledes at -

n
X(;{uT,...,un)) = Egaai(u1,...,un)§ui(u1,...,un)
for ethvert (u1,...,un)e D.

Bemgrkning. Man kalder disse fremstillinger af et vektorfelt

for dets koordinatfremstillingsr.,

Peviset for lemma 4.4 er trivielt, nér det erindres, at

x, (uy,...u,) er en basis i tangentrummet over x{u;;...,u,’.
i

Hvis £: U C M->E' er en differentiabel funktion, og X er
et vektorfelt pd M, kan vi definere funktionen X[f]: U g’
ved fastsztielsen

x(£] (p)= xp[f‘,l Vpeu.

foldighed M2 er differentiabelt, hvis og kun hvis et af fglgende
zkvivalente krav er opfyldt:

V1) Afbildningen X: M—>T(M) er differentiabel.

V,) I enhver koordinatfremstilling af X som i lemma 4.4, er
funktionerne a,,...,a, differentiable.

V) For enhver differentiabel funktion f: UCH E' er funk-
tionen  X[f]: U~>E' differentiabel.

V,}epV,) Lad x: D < EP—>M vzre et kort pi M, og lad X:

vere det tilsvarende kort pad T(M).

Hvis X= ;5 asx, "er koordinatfremstillingen af X hgrende
til kortet x “pa4 M, Par vi-
=1

X X51u1,...,un)=(u1,...,un, a1(u1,...,un)?...,an(u1,...,un)).



—
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Af dette udtryk aflzses skvivalensen af V,') og V2) pjeblik-
keligt.
1 . . .
Vs) gva) . Lad f:UC€ M->E vare en differentiabel funktion,

cg lad x: DC E?—>M vare et kort pd M med x(D)AU 4 F. I
punkter af gennemsnittet far vi:

n
X[£lxt,,.eou) =3 a;(ugye..,u) ;u.(u“....,u ) [£]

i=1
o x)
Jdu,

Da ai'erne og f er differentiable funktion_er, f#lger heraf,
at X[f] er differentiabel pd x(D)NU. Da x var et vilkarligt
koordinat system, fglger det, at X[f] er.differentiabel pd U.

-.Z ag (Uqgyoeeyuy)

(u.]’ o-nﬁun)

v V,). Betragt igen X= a.x svarende til kortet x
__3.3_2_). gt 18 iz; 1%, X

pd M. Den k'te koordinatfunktion ?k for x er differentiabel pi3
x(D). Derfor er X[{@, ] differentiabel pd x(D). Nu har vi imid-

lertid:
n

X[?k] (Uyyeeeruy) = a; (ugyeeesuy) gui(u.l,...,un) [ﬁ{]

1=

s—h

-_S; a; (Uyyeeeyty) Si,k

1

|
-

= ak(u1 [ ,un)
Altsd er funktionerne a,,...,a, differentiable pd D.

Dermed har vi bevist satning 4.5.

Hvis x: D C EP—3M er et kort pa M, giver X, 6 ,...,X, an-
ledning til afbildninger x(D)->T(M), som vi af let E‘orstae-n
lige grunde ogsi vil betegne med Xy seevsy, » Disse afbildninger

er definerede ved fastsattelsen: L

i(_};(u1, .. "uﬂn:l{ui
for alle (uy,...,u,) € D.

(u.], - --,lln)

Da x, (uy,...;u)) er en tangentvektor 1 punktet XUy, eee,y),

ser vi, at x, for i=%,...,n er vektorfelter pa x(b).
i

Hvis vi som koordinatsystem pd T(M) bruger '_5{., far vi umid-
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delbart:

1]

-1 :

;u_;(u1,...,un) = (u1,...,un, QISR o))
i

for alle (u1,...,un) € D (1 stadr péd den i'te koordinatplads i E).

Dette viser, at x =+ x(D)-—T(M) er en differentiabel af-
bildning. A
Vi kan derfor nu give den przcise betydning af AN
i
X, er et differentiabelt vektorfelt pd x(D) for i=1,...,n.
i

X, med symboler som ng eller Du . Begge disse symboler anty-
de} partiel differentiatien. Vores symbol kopierer standard beteg-
nelser fra fladeteoriem, og samtidig minder det os om, at
(u1,...,un) er koordinaterne i koordinatsystemet x.

Inden vi undersgger samlingen af vektorfelter pid en differen-
tiabel mangfoldighed nzrmere, vil vi sztte det her definerede vek-
torfelts begreb i forbindelse med den klassiske definition af vek-
torfelter pa en flade i rummet. Fglgende sztning tilfredsstiller
fultud dette behov.

Ek med 1nklu51onsafb11dn1ng I: M-—aEk, og lad X vwvz=re et vektor-

felt pd M.

Hvis tangentrummene til E
med EX , findes k entydigt bestemte reelle funktioner
x1,...,xk- p&d M, saledes at

(X ) o= (X (P)yeeayxy (p)) Vp € M

k pad sadvanlig m8de identificeres

Yderligere gelder, at X er et differentiabelt vektorfelt
pd M, hvis og kun hvis Xissee9X, eT differentiable funktioner
pd M.

A XP=(X7(P); " ‘,XA(P))_P

£ A | - M

fig. 10.



46.

elt, Vi skal nu bevise differentiabilitets udsagnet.

Lad dertil x: D g'En-e'M vare et kort p& M med koordinater
(u1,...,un) € D. Lad eidvidere (v1$...,vk) e E¥ vare de sadvan-
lige koordinater pad E .

P4 x(D) kan vi angive X ved sin koordinatfremstilling:

n
Xy, eeu))= 57 a; (Wyyeeeyuy) X, (Wg,...,u

e ; n) for alle
(u1,...,un) €D

Nar

et
auj :_]L:::,...,k

F1® ouy Ot omy, a;)

1

II
—
e ¥
o]
©
lws ]

) loe o | \a)
xx el "aun)

~

Hvis X er et differentiabelt vektorfelt, ved vi fra sztning
4.5, at 845+44,8, er differentiable funktioner p4 D. S& fglger
fra matrixligningen, at XXy erosX X €T differentiable funktioner
pa D. Da x var valgt vilk3rligt, har vi dermed indset, at X
differentiabel p4 M medfgrer Xqy3ee03%, differentiable pd M.

Antag nu omvendt, at Xq9ee09%, er differentiable pd M. I et
kort x pd M f&s igen ovenstdende matrixligning. Da I har
rang n, har Jacobiantmatricen rang n. Hvis p € x(D), kan vi
derfor finde hele tal 11""’in med 1% i1<...<in_g k, saledzs
at de tilsvarende razkker i Jacobiantmatricen er linesrt uafhangige
b §'1(p) € D, Disse n rakker danner siledes ecn ikke-singuler
r1Xn-ma;}ix i 5'1(p). Af kontinuitetsgrunde findes derfor en omegn
UC x(D) af p , sdledes at denne matrix or ikke-singuler i alle
punkter af 351(U). Her har matricen altsd en invers.



LS

47.
Vi har dermed indset, at

() (2 TN} (mE)
au‘] ’ ’ a'un
) ) ) |
SRR : o
a OVip ovi X X J

\ " ?;E: o é)un | \

Pa ="' (.

Af reglerne for dannelse af invers matrix fremgdr umiddelbart,
a2t elementerne i ovenstldende inverse matrix er differentiable funk-
tioner. Da X, ,;...,X  eT givet difﬁerentiable fglger sd, at
a,5..0,a, er differentiable pd x (U). Da P € x(D) wvar vilkar-
1igt valgs, slutter vi s&, at Ay5eeeydy €T differentiable p& D.
Idet x var vilkdrligt valgt, fglger si fra saitning L.5, at X er
et differentiabelt vektorfelt pa M.

Dermad er satning 4.6 bevist.

felter pd M. .

Bvis X, Y e ¥ (M) og a,b € E', kan vi definere

aX+bhbY- M —=3T(M) ved fastszttelsen:

X+bY = N4
(aX+bY) (2) aXp+b p?
hvor vi udnytter vektomwumstruktuen i TpM, idet vi erindrer, at

¥, Y € TM.
p’ 'p p

Det er let at indse, at aX+bY bliver et differentiabelt
vektorfelt (Man kan f.eks. betragte koordinatfremstillinger af
X og Y).

Da vektorfeltet, som til p € M knytter nulvektoren i TpM,

Klart tilhgrer ¥(4), har vi med cvernevmedefinition defineret addi-
tion og multiplikation med reel skalar 1 )E(M). Det er let at indse,
at XQMQ_herved bliver et reelt vektorrum.
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peEM
af reelle, differentiable afbildninger definerst pa &bne del-
mengder af M.

Hvis f,z € F%M) og a,b€E’, kan vi som p2& side 13 definere
af + bg og £-g pa gennemsnittet af definitionsmazngderne for
f og g. af+bg og f+g Dobliver igen funktioner 1 F?M).

1

I sztning 2.15 sd vi, at en tangentvektor til I i peM
var fuldstazndig karakteriseret ved sin virkning som derivation
i F(M, p). Denne karakterisering af tangentvektorer giver fgl-
gende karakterisering af xan.

definitionsmangde, cog sialedes at fglgende krav eor opfyldt:

1 x[af + bg] = ax[t]+bX[g] V1,geF00), Y a,beE!

2 x[r-gl = x[£]-g + £-x[g] Vr,geFln.

Onivendt kan enhver afbildning F?M)—*F?M), som bevarer defi-
nitionsmangder og tilfrelsstiller kravene 1 og 2, pd entydig made
realiseres som afbildningen hgrende til et differentiabelt vek-
torfelt. '

fulde krav om bevarelse af definitionsmsmgde, karakteriserer altsi
nengden af differentiable vektorfelter. Afbildninger med disse
egenskaber kaldes derivationer i M) .

Bevis for_smtning %.7. Hvis Xe X (@), og f: UCM—>E’

L i A e Y e e S D e —

tilhgrer F?M), har vi defineret X[}]vU-ﬂ§E1 ved fastszttelsen:
[T (= Xp[f] Vpevu

f og X[f] har sdledes begge definitionsmangden U,

Hvis vi stadig har, at Xe X (M), fglger egenskaberne 1 og
2 fra de tilsvarende egenskaber ved tangentvektorer opfattet som
derivationer. F.eks. fglger 2 ved denne udregning:

X[£-g](p) = Xp[f'gl = Xp[fl'g(p) + f(p)'Xp[g]

= (x[r] g+ X [g.] )(p) .
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Denne udregning gelder for ethvert p 1 gennémsnittet af de-
finitionsmsngderne for f og g. S& fglggf 2 trivielt.
Lad nu omvendt X FM)=>F(M) vare en derivation i F(M).
For ethvert pe€M giver X anledning til en derivation X _ 1

- Y
F(M,p), defineret ved fastszttelsen:
Kp[f] = x[t] (p) Ve FM,p).

Det er klart, at X
F(M,p) (Hvorfor?),

Der findes derfor en entydig bestemt tangentvektor i TpM der
realiserer Xp som derivation. Da dette gzlder Efp £ M, definerer
X et entydight bestemt vektorfelt pd M. Betingelsen XEEJEF(M)
b/fEF(M) viser, at dette vektorfelt er differentiabelt \VB i
sstning %.5). Det er klart, at dette vektorfelt som derivation i
F?M) netop realiserer X.

Dermed er satning %.7 bevist,

p? defineret sdledes, er en derivation i

Opgave 2. Lad X og Y vere derivationer i ﬁ?M) og lad

a, bEhT.
O
Definer afbildningen aX+bY:F(M)-—&F%M) ved fastszttelsen:

(aX + bY) [£] = ax[£]+py[£]  Yrerlw)

L)
Vis, at aX+bY er en derivation i TF(QM).
Vis dernmst, at msngden af derivationer med ovenstdende addi-
tion bliver et vektorrum iscmorf med‘)f(M). .

V.hj}a. sztning %.7 kan vi nu definere et produkt i vektor-

rummet }(M)

Lad X, Y€¥@).

Fgrst kunne man forsgge at definere et produkt af X og ¥
som den afbildning ??M)-—*F%M), der antager vardien X[Y[f]] pa
£ e FM).

Denne afbildning bevarer definitionsmzngder, og er klart linear
(tilfredsstiller 1 1 sztning 4.,7.).

Fglgende udregning viser, at den ikke tilfredsstiller 2-
X e-el]
xFle]e + £oxle] T
x[¥(f1l-g + £X[¥01] + (£l -x[e] + x[r] ¥ (el

I



50,

Vi ser, at det er de 2 sidste led, der forhindrer, at 2 er
opfyldt. Disse led er imidlertid symmetriske i X og ¥. I den
tilsvarende afbildning, hvor vardien af feFM) er YEX[£1],
fremkommer disse led derfor ogsi.

Med disse observationer 1 erindring verificerer man nu let,
at afbildningen

(X, Y] : FM) =7,
defineret ved fastsszttelsen

K, v1 [f] = x(¥[e]] - v(x[£]] Y rertw,

bevarer definitionsmzngde, og tilfredsstiller kravene 1 og 2 1
satning 4.7,

X, Y] er altsi en derivation i F(M), og kan derfor realise-
res som et vektorfelt i jffM).

Dermed har vi defineret en kompositioansregel 1 _){(M). Man
kalder [X, ¥] for Lie-produktet af vektorfelterne X og Y.
Man kan ogsd mgde betegnelserne kommutatorproduktet, Lie-parantesen

(lie-bracket) eller Poisson-~-parantesen (Poisson-bracket) af X og Y.

Lie~produktet har fglgende egenskaber:
For alle X, ¥, 2 i (M)  og alle a, beE  galder:

bilinearitet  [aX+bY, Z]

i1

alX, 2] + (¥, Z]

X, av+bZ] = a(X, Y] + (X, 2]

il

anti-kommutativitet %, v1 = -[¥, 1]

non-associativitet Afvigelsen fraassociativitet miles ved
Jacobi's identitet

[Xa &, ZJI + [Za[Xa Y]] + [Y,[Z., X]] = 0.

Opgave 3. Verificer ovenstdende egenskaber ved Lie-produktet.

—_——_ e — T =

bi's identitet skrives p& formen:-

E{:EIs ZJ] = [E‘:) Y],Z] b [[Z-; X]a ¥}.

Hvis leddet [{Z, XJ, Y] = 0 ville Lie-produktet altsd vare
associativt.
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X (M) er et reelt vektorrum. Da Lic~produktet ‘er bilineart,
( bliver X(M) med dette produkt en reel algebra (se opgave W),

Definition 4.8, En . anti-kommutativ reel algebra,

i T E e m wr mw ar

hvis elementer tilfredsstiller Jacobl's identitet, kaldss en reel

Lie-algebra.

Den foreglende undersggelse kan nu sammenfattes i udsagnet:

Mgngden af differentiable vektorfelter pd_en differentiabel

nangfoldighed er en reel Lie-algebra.

e OCpgaver.

Opgave 4.En algebra over et legeme k er en mangde A med

ned skalar fra k (betegnet - ), sdlcdes ate

iy A er et vektorrum m.h.t. + og -

13) 6 er distributiv m.h.t. +, d.v.s.

a®(b + c) a% + alc og

il

(a + b)B¢ = aldc + blc
for alle a, b, ¢ € A

1i1) a®(A*b) = (A-a) @b = A-(abb)
{ for alle a, b & A og alle A€k,

A kaldes henlicldsvis kommutativ eller associativ eftersom
@ kxommutativ eller asscciativ, A kaldes anti-kommutiv, hvis
a6b = -b®a ¥ a, b € A,

En anti-kommutativ algebra over k, hvis elementer tilfreds-
stiller Jacobi's identitet, kaldes en Lie-algebra over K.

Lad nu A vazre en associativ algebra over legemet k.
Lad L(A) have samme grundmzngde som A, og overtag + c¢ -
fra A. Definer en multiplikation 1 L{A) ved fastsesttelsen:

[a, b] = aBb -.b0a Y a, bea.

Vis, ot L(A) nmed xompositionsreglernc + , * 9f L, ] er en

Lie~algebrn over XK.
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Vi cbserverer, ot produktet i L(A) er trivielt (identisk 0),

oraeis nar A er en kommutativ wlgebra over k.

Dette begrunder, nt produktet [ , ] kaldes kommutstorpro-

auxtet.

Opzave_ 3. Lad x: D€ E'—=»¥® vare et kort pi en differentia-
bel mongfeldizhed 1,
Vis, ot [z. , %, 1 = 0-feltet p4 x(D) for i,j=1,...,n.

¥ ovare en differentiosbel mangfoldighed.
er et differentiabelt vektorfelt pd en aben delmangde
1

X
UCHM, og £+ U —>E' er en differentiabel afbildning, definerer
1

ltet X pd U ved fastsalielsen:
= 4 1 - 1
(£X), = £(p)X, Ve U

Vis, at fX er et differentiobelt vektorfelt pd U.
Hvis alle indgiende vekterfelter og reelle funktioner er defi-

nerede og differentiable ph den &bne mengde USH, skel man vise, at

&

Bt

(£+£)X = IX+g¥,

F{X+Y) = +fY

)

T(gX) = {(£53%

b

L&
Lr

Viz dernmst, at
R, g¥] = (Feg) [X, Y] + (£X{gD)Y - (g-¥[fDX pa U.

Opgave 7.Lad G vere en Liz-gruppe, og lad L,l 0g Ra vEre

nenholdsvis vensire og hgire translationerne pa G (Definition 3.27

og opgave 16 1§ 3).
ft differentizbelt vektorfelt X p& G knaldes vengire invari-
ant, hvis (L ), (X)) = % 5 WV on, bEG,

Vis, at mempden af venstre invariante vektorfelter pa G er et

S 0] [a] )
Vis, at (X, Y1 er et venstre invariant vektcrfelt pd G, hvis
ocg Y er vensire invaviante vektorfelter pd  G.
Mengden of venstre invarilants vektorfelter pd G er derfor

‘Giv en definiticn af dette begrebd).

Y (
elt X £X¥(G) kaldes hgjre invariont, hvis
£ G

v -

Vis, ot mongden af hsjre invariante vektorfelier har de samme

egenskaber, som mangden of venstre iuvariante vektorfelter pa G.
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Lie-zclpabroen ar venstre invaraante vektorfelter pa G kal-

des Lie~alrehraen for Lis-gruvocn &. Man bruger betegnelsen E?Lfor

Lod ¢ € G vers det neutrale element i G, of lad X € T G.
Vis, at vekbtorfeizet X, defineret ved fastsazttelsen-

- o 4 us .
~ 3 i~
er ot differentisbelt vektnrfelt nd G. Vis yderligere, at feltet.
er venstre invariznt.
. s N . - N S s
Vis dernssc, o0 Y7 50m VIKIDTIUM €T 1s0mori ned meG.
k] -
e . ~ k41
Opgave &, Lad & vare snhedssisrsn &0 B .
- 3 had
Altsa :

Y K-+1

; A 2 _ . }
_.{(qu,a,euk+1) e BMT EE% ui = i .

reslle, differentiable funktioner X ;vee;Xy
~K+

: 0 = . .
péa S®  er koordinatliunkiiocnerns i BT for at differentiabelt
1

p
valkiorfelt ¥ nd 3% hvig og kun hvis
o+ , B
§;; R N P S I A ACTPREPEPUIIPI AL
L=

. : 15 o Fize . . 2n- 1
Vis, at der Uindse ot differentiabelt velktorfelt pa S

- - - N . .o o 3 ~ 2n"“ 1
som 2r fooskellizg fra O 1 alie punkter af 5 for n=1,2,3,.¢.
dint: Man kan f.aks. benytts, st o som mangde er lig

o {(zq,.‘.,:_li 7. C‘FLQ/} oy at .
1Y 1 » -

. ;o 2n el
(i, v> = Re(xey) Ve, ye B = ¢
hvor Cx, v»> oz x°y <r de szdvanlige indre produkter 1 henholdsvis

N g! ; : T 5
h2n og ¢ (s2n n-4imensicnalt Zomplekst vektorruam) .

‘Beugraning . Den tilsvarands setning er falsk for lige-~dimen-
sionale sfzrer.

Dpzove 9 Pind 2 linexrt nefhangige differentiable vektor-

folter vd Torus. {Lineszrt unfhepgiz betyder linesrt uathengig 1
ethvert zangeniviun.)

rlknineg, Torus =r den enssie orienterbarc, kompakie flade
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§ 5. Tangentbundt konstruktionen som funktor.

I denne og fglgende paragraffer vil vi frit benytte "kategori-
sprog". Vi vil saledes f.eks. tale om kategorien af differentiab-
le mangfoldigheder og funktorer fra denne kategori til kategorien
af differentiable vektorbundter. I stedet for at give en intro-
duktion til kategeriteori her, er de ngdvendige definitioner sam~
let 1 Appendix 1.

Vi har i § 4 til enhver differentiabel mangfoldighed M knyttet
dens tangentbundt T(M). I denne paragraf vil vi til en differenti-
abel afhildning F: Mn—-éNk knytte en ny differentiabel afbild-
ning Fy: T(M)-—->T(N), sdledes at fglgende diagram er kommuta-
tivis

T(M) LTk 5 T(N)
Wﬁ Wh
v
¥ o—— N j
F

og siied:s at F%iTphz F*p Y peM.,

Da F, er linesr, vil parret al differentiable afbildninger
(7= (#, F,) 1 § 6 fremtrede som en morfi i kategorien af diffe-
rentiable vektorbundter. Ligeledes skal vi se, at 7 bliver en co-
variant funktor fra kategorien af differentiable mangfoldigheder:
t1ll kategorien af differentiable vektorbundter.

Lad nu F: M~>8% vare en differentiabel afbildning.

Da TM)= \JT M kan vi definere
neM 15

By T(H) —T(N)
ved fastsattelisen-

Fy |T?ZVI-—- F VpeM,

Fy er saledes samlingen af de lineare afbildninger F*p, og

da Fy : T M -m) TF(p)N er det klart, at med denne definition af

*r© 7p
F, kommuterer fgrstnevnte diagram,

Vi har tidligere navnt (§ 3), at F, kaldes differentialet
at _F, tangentialafbildningen hgrende til T' eller den inducerede
afbildning af .
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Vi skal nu vise, at F, er en differentiabel afbildning.
Lad dertil ¥%: DxED —>T(4) og ¥+ BXES—>T(N) vare kort
pad henholdsvis T(M) og T(N) inducerst pad smdvanlig made fra kort
X og y pd henheldsvis M og I,
Bézragt fglgende kommutative diagram:

l

"

X ) Fy kA k
DAER e 3 T(M) ———=3 T(N) == ExE
prod. O 7rM (D' ’N O pToj.
A4 ‘v d
D —_— M ——3 ] e F
X F y

Man konstaterer, at

ar =1

¥ Y e = 17 E gE))»aEt

E2n

Da hgjresiden er er aben delmsngde afl , fTordi F er

~ - 3 . . b S W
kontinuers, ser vi, at definitionsmengden for ¥y 1b X er en
b 3 > Hcn
~ Fa ™

iben delmemgde af E-%, Vi vil mu vise, at y  F& er en diffe-

?

rentiabel afbildning. Da X og ¥ er vilkdrlig valgt, vil dette

bevige, at F, er differentiabel.
~

For at vise, at y ~ F,X er differentiabel, betragter vi
koordinatfremstilliingen af y'1Fz, Antag altsd, at

yIFx = (£,,...,00 p& X (T (y(E)).

1=

Lemma_5.1. Hvis (u;,...,u) € D og (V1""’vk) € B er

koordinaterne fcr henholdsvis x og y gelder med ovenstédende

notation, at
x. of
— 3

Fulz, (@qy.000u ))= >

1 .j=,| au 1"‘.,11]_’1) -}:V-i(f.l(u.‘,oca,un)’...’
- i

£ (ug,enayu )
for alle (u y...,u,) € 5-1(F_1(X(E)))-

Opgave 1. Bevis lemmz 5.1.

Idet (u1,...,u tyeeent,) E DxE?  og

n?
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(Vi""’vk’ 31,...,sk) € ExEX er koordinaterne for henholdsvis
X og ¥, Ta&r vi v. hj. a lemma 5.1:

~] =
X F*lc_(-'_l,.ljolagun, bT,OOO,tl.l)

n
=5 "1F*( Z:%tig_cu (ayyeeeyu))
- i= i

~ e} kK Aaf.
= X 1{2 tl(z “\-Ll (]-1-1,l=',.—ln) y.v (f‘t,.-.’fh’)))

—— i__=1 :E__./I d i 1 — j %4

K n afi

¥ - ’ - / ,
"._y ( __,,.(Z (u -.;'Cl)ta-)y '\f --.f))

- j=1 i=1 aui 17 n’ i ""Vj 19 1y,

n (}f n 5:{-
L ¥

I € A i ¥ .. - &

( 9 k?fg uj i’ ajz::? du'] J)

b’OLP...,un, Tiseaeyty) € 5'1(F"‘(Z(E)))xEn

f.
(funktionerne f; og de partielle afledede (;Ei skal alle

o
steder I wlregningen “ages i punktet (u1,...,un)).

Dz ogsa de partielle afledede er differentiable funktioner,

fremgar af dette uvdtryk, at v "1F#£ er en differentiabel afbild-
ning. Dzrmed har vi bevist, at F, er differentiabel.
i,

De partizlle afledede éﬁf; er elementerne i Jacobiantmatricen

-] a - . 0 0 - o~
for  yT 'Fx. Ovenstiendes koordinatfremstilling af y 1F*§ kan

derfor skrives pa formen:

a4 _"z_,_‘ ot

¥ UK = (X—1E£3 d(z_jFﬁ))a

hvor
‘V—1_"\31 w1
J }—*2‘:.(-11s°-°s'-*n1 t—,a-“?t'n)

-l e T
=§Z Fx(Ugyeoeyiy), dly™ Fx) ¢,

b/(u

15...?un)(t1,.on,bn))a

— ."1 '-'1"1 hn]
prerealyy Toyeeayty) € T (T (y(E))) X ER,

1
Hvis F: H'sN% og G: NS 1" er differentiable afbilde

ninger, itan vi betragte differentialerne F, og G,, og parrenc af
afbildninger v (F)= (F, Fy) og T(G)= (G , G,). Disse afbildninger

registreres 1 {glgende kommutative diagram:



Fy Gy
T (M) —mmd T(N) ————3T(L)

FMl 0 771\*1 Q J(W_L

¥ —> N ———L
F G

Heraf fremegdr, at parret af afbildninger (GF, Gy Fy) g¢r

fglgende diagram kommutativt:

G 7,
T(M) 3 T(L)
T ‘ | —
o2 |
M 3 L
& GF

I § 6 skal vi se, at dette par af afbildninger netop
er den morfi i kategorien af differentiable vektorbundter, som
representerer sammensatningen af morfier 77 (CYeT(F)., P4 dette sted
definerer vi simpelthen:

() = T(F) = (GF, GyBd

Hvis Tyt MM er den identiske afbildning, saztter vi
Topry = (e Odad = O Tpagy) -
Med denne notation far vi nu fglgende satning.

Sstning 5.2. Hvis F: My N og G: NE— 1® er differen-

e s~

tiable aftildninger, gazlder:
1. (OF)e = GuFy 1a. T(GF) = T(G) e T(F)

2a. Thy) = Ty

.2.' (1M)*:' 1T(M)

og 2aer i

Bevis. Szmtning 3.6. giver direkte 1 og 2. 12

det vesentlige kun 1 og 2.
I 1itteraturen mgder man ofte betegnelsen T(F) for differen-
tialet F, af F: M—3N, Tilsvarende bruger man 34 betegnelsen

Fa

\ . s s
Tp(F) for den linesre afbildning Fy, VpeM. Genopskrives 1 og 2
i setning 5.2 med denne notation, fas:

1 TR = T(OTEF) og 2 TO) = oy
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Dette viser, at T __er en_covariant funktor fra kategorien
af differentiable mangfoldigheder ind i1 sipg selv,

Dette udsagn rummer ikke, at F*ITPM = T(F)lTpM 0 Sk,
YYoeM, og at fglgende diagram er kommutativt:

T {(F)
T{M) ~> T(N)
Ty x
N v
M > N
Fn

1 §6 skal vi se, at alt dette rummes 1 udsagnet:

T er en covarisnt funktor fra kategorien af differentiable

mangfoldigheder til kategorien af differentiable vektorbundter.

Dette udsagn viser sig prezcis at vare indholdet af 1a og
2a i setning 5.2.

[ resten af denne paragraf vil vi undersgge muligheden for at
overfgre et vektorfelt fra en differentiabel mangfoldighed til en
anden v.nj.a. en differentiabel afbildning.

Lad derfor F: Mn—--—irNk vere en differentiazbel afbildning,
oz antag, at X er et vektorfelt pd M.

Batragt diagrammet:

T (M) T
A
o ~l.
y 11X ) s Fe(X)
0 >N
F

nvor X = Ty, da X er et vektorfelt pd M.

Hvis F er en diffeomorfi (Definition 3.7), ken vi betragte

nvls b e e

afhildningen:
FXF 't N——3 T(N)

Fglgende udregning viger, at F*}(F""I er et vektorfelt péd N-

T (PP = (F) (F) = (FRy) xr~

i

== _ -1
F(ﬁﬁX)l = F 1MF

il

= 1N
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! og F, er differentiable afbildninger, er det klart,

Da F~
at

FXF 1 e X(N) hvis X € X (M)

Idet F stadig er en diffeomorfi, far vi for alle q € N:

(FXE™1)(g) = Py (X(F™ ()= FyXpat gy

Af denne grund betegner man vektorfeltet F*XF'1 med F (X).

Altsa:

F,(X) = FXF

for ethvert vektorfelt X p& M,
Fglgende lemma viser, hvordan F (X) virker som derivation.

Lemma 5.3. Lad F: M—N vare en diffeomorfi, og lad X € ¥X(M).

54 gelder, at
P, (X) [£] = X[tF] F~

for ethvert f € FW).
Bevis. Antag, at f: UC N—E' tilngrer F° ().
For q € U f&r vi:

(P (X) [£]Xa)

i

ey [£]

By Kp-1(q)) [f]

= Xp-1(q) (£F)

x[£FIr (@)

Da denne udregning galder for ethvert q & U, er lemma 5.3
bevist. -

Hvordan med Lie-produktet? Fglgende lemma giver et tilfreds-
stillende svar,

Lemma_5,4. Lad F: M—N vere en diffeomorfi, S& gelder, at

Fe([X, Y]) = I:F*(X)-a F*(Y)J
for ethvert X, Y e X (M),



60.

r (X, Y [f]

i

it

(x, ¥1[eF]F™"
x[Z[eF1] - Y(x[eFl] )P

K[ [erE- HFDF™Y - (& EEIFTHEDFT

X[(F, () [EIFIF~" - C{(F, ) [£]HFIF™

Py (R) [Py (1) [£]7 - Fy(0) [P () [£]]
[Fe(X), Fp(D]f].

Da denne udregning gzlder for ethvert fEF”TN), virker vek-

torfelterne F ([X, Y1) og [Fyx(X), Fu(¥)] ens som derivationer,
og er derfor ifplge satning 4.7 ens, Dermed er lemma 5.4 bevist.

Hvis F er en diffeomorfi bevarer F, altsd Lie-produktet.

Det er endvidere let at indse, at

Fy(aX +bY) = aF (X) + bF (Y}

for ethvert X, ¥ eX(M) og a, b€ E'.

Fn Lie-algebra homemorfi fra én Lie-algebra ind i en anden

er en linesr afbildning, scm bevarer Lie-produktet(kommutatorpro-
duktet)., En Lie-algebra isomorfi er en bijektiv Lie-algebra homo-

morfi. Ovenstiende diskussion munder nu ud i fglgende:

Hyis F: M_—»N _er en diffeomorfi, er F, opfattet som af-

bildning X(M)IX(N) en Lie-algebra isomorfi.

e

Opgave_2. Se denne konklusicn efter i1 sgmmene.

Nar F: Mnn—aNk ikite er en diffeomorfi, er det ikke altid muligt

at overfgre et vektorfelt X fra M til N. Opgaverne 4, 5, 6 og 7
omhandler problemstillinger af denne art,

6: (71

Opgave_ 3., Lad G1 og G2 vere Lie-grupper. En gruppe homomorfi

‘-9G2, som samtidig er en differentiabel afbildning, kaldes en

Lie-gruppe homomorfi, Hvis der yderligere gwelder, atSer en diffeo-

morfi kaldzss & en Lie-cruppe isomorfi.

Vis, at isomorfe Lie~-grupper har isomorfe Lig-rlpgebraer

(Opgave 7 % 4).
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k

______________ vere en differentiabel af-
bildning. Et vektorfelt X p&. M og et vektorfelt Y pad N
kaldes F-beslmglede (F-related), hvis

- R \ ’
Yo(py = Fiy (X)) Vp € M.

yis, at X og ¥ er TF-beslzgtede hvis og kun hvis det for
enhver differentiabel funkticn f: U < N--—%E1 gelder, at

Y[fIF = X[£F] pa F7(U).

Opgave_5. Lad FiM—N vare en differentiabel afbildning,

og antag, at Xi og Yi for i= 1,2 er F-beslagtede differenti-
able vektorfelter pa W og N,

vis, at [Xy, X,] og . Y2] er F-beslegtede differenti-
able vektorfelter.

Qgggggzg. Bevis {glgende sztning:

Lad P's Mﬂ%~9Nk vare =n differentiabel afbildning. Hvis F
er pa, findes der til ethvert vektorfelt X pd M hgjst et vektor-
felt Y p3 N, siledes at X og Y er F-beslegtede. Hvis F er en
immersion, findes der til ethvert vektorfelt X pad N hgjst et
vaktorfelt X pad M, shledes at X og ¥ er F-besizgtede. I det
sidste tilfxlde gelder, at et sddant X findes, hvis og kun hvis
Yr(p) e Py (T ) Ve, Yderligere gzlder, at X er et differentia-
belt vektorfelt pd M, nvis ¥ er et differentiabelt vektorfelt
pd& N.
Opgaye 7. Lad M=E' og W= 8'. Find en immersion F af M pa ¥
og et vektorfeli X pd M, sdledes at X og Y 1ikke er F-beslzgtede
vektorfelt Y pd N.

'.43
Q
3
i
Q
a5
4]
ek

vare en Lie-gruppe homcmorfi.
Vis, at der til ethvert venstre invariant vektorfelt X pd G,
findes et entydig bestomt vensiTe invariant vektorfelt ¥ pa G2,

siledes at X og Y er & -beslegtede.
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T 2 el

T (. e T G
e’ e 2
0 %e

b

hvor afbildningerne %}1-—9-TeGi for i=1,2 afbilder et venstre
invariant vektorfelt p& tangentvektoren i e € G;.

Vis, at L(G)= ?’ og L(6) = &6 definerer en covariant
funktor 1 fra kategorien af Lie-grupper til kategorien af Lie-
algebraer.

Undersggelse af funktoren L er af vital betydning i teorien
for Lie-grupper. '
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§ 6. Differentiable vektorbundter.

. o e i . i i e e S
e — ==t s

I denne paragraf vil vi beskrive kategorien af differentiable
vektorbundter. Tangentbundtet for en differentiabel mangfoldighed
er et specielt objekt i denne kategori. Egenskaberne ved et tan-
gentbundt giver ideen til det almene begreb.

i o T e e s S i i it T
-t

er en trippel (E,#,B), hvor E og B er differentiable mangfol-
digheder, og T:E »»B er en differentiabel afbildning, siledes at

-

1.7 1(‘D) har struktur som et m-dimensionalt reelt vektorrum
for ethvert ©EB.

2. BEthvert punkt beEB har en &ben omegn U 1 B med tilhgren-
de diffeomorfi

h: UxER—y 77 (U) ,

siledes at fglgende diagram er kommutativi
h
UNED ———> (V)

o201, /’rrlw"%m
h

U )
og sdledes at afbildningen hx:Em—-e‘F'1 (x) er en isomorfi for
ethvert x€U, ndr h, er defineret ved fastszttelsen:

h (v)= h(x, v) V ver®.

rkaldes projektiogen i vektorbundtet. Endvidere kaldes 7 (b)
for fiberet over beB. Vektorbundtets dimension er altsi den fzlles
dimension af alle fibrene.

Vi vil betegne vektorbundter med EPTE % etc. Hvis misfor-
stielser er mulige, vil vi benytte betegnelserne EE), ’ii;- og
B(¥) for elementerne i triplen ngrende til vektorbundtet 5.

Bemzrkninger. I 2 har UxE™® produktstrukturen af de diffe-

S e e L s e
g

rentiable strukturer pd U(U &ben delmangde af B) og E%(standard
strukturen). Da 7~ 1(U) er en &ben delmengde af E, har denne
mezngde en differentiabel struktur induceret fra E. Udsagnet
"h er en diffeomorfi" er. dermed tillagt mening.

Nar ET opfattes som reelt vektorrum pd szdvanlig made, har
udsagnet ”hx er en isomorfi® mening p.gr.a. 1.



5. Lad M vare en vilkArlig differentiabel ©%°

e Em R ———

mangfoldighed.
Det m-dimensionale trivielle vektorbundt over M er triplen

€ B=(MxE™, T,M)
hvor 7 M«E® —3M er projektionen pd fgrste faktor, og MxED har
produktstruktur,
Det er let at indse, at gl virkelig er et differentiabelt
vektorbundt.

Fxempel 6.3. Lad y*

RIS EEmED

foldighed.
Tangentbundtet for M er triplen

vere en vilkarlig differentiabel mang-

7%71(p)=TpM er et n-dimensionalt vektorrum Vp € M.

Hvis x:D E;Eph—iM eT et kort pd M, betragter vi diagram-

x(D)xED > 7?‘M‘1 (x(D))
proj. 77 (x (D))

x(D)

n
Da h%20(5f1x1En) er det let at indse, at h er en diffeo-
morfi.

Dermed er det klart, at T(M) er et n-dimensionalt differenti-
abelt vektorbundt.

Lad <-,*> vare det sadvanlige indre produkt i EM0 . pa
Sn+m

tangentrummet 1 et punkt af & p&d kanonisk made er isomorf med
g+ p2s vi derfor et indre produkt <°, i alle tangentrum
? y
o RO P
p L]
Lad I:Mn——aEn+m vere inklusionsafiildningen.

e M sztter.vi

. +m - :
pM-{lpETpEn |<I*(Ep);-‘1p> p= 0 le € TPM}
En+m

For

= |

NDM er altsd mangden af vektorer i Tp , som er ortogonale
p& T_i. o
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Da I er en immersion, bliver NpM et m-dimensionalt under-
rum af vektorrummet TDEn+m.

Vi betrager nu triplen

l)(M)=(N (M) lf (\,{) QM) 3
hvor N(M)= U/ Np¥  og 75(M): N{M) ~—M er afbildningen
peEH )

v_EN_M ~ipeM,
Ipip TP

N(M) kan gives struktur som en n+m-dimensional differentiabel
mangfoldighed, siledes at V(M) Dbliver et m-diwmensionalt vektor-

bundt. Dette bundt kaldes normalbundtet for M"Y i EPTE,

Den differentiuble struktur pi MN(M):

Lad JD vere et del-atlas af arvede koordinatsystemer pd M
(sztning 3.23).
Et kort i~r har altsa formen

x|DAE": DAET—3M, hvor
x:D & En ——y g
er et kort pa En+m‘ .
Idet (ui,...,un m) € D, betragter vi vektorfelterne
X cd x{D). Da disse vektorfelter giver en basis i

=, ""’~u — pa &%
sthvert tangemtrum over z(D); kea vi ved Gram-Schmldt ortoponalise-

ringsproces komstruere =t system af vektorfelter »a x(D)4 som giver
en ortonormal basis 1 ethvert tangentrum over x(Dj., Vi definerer blot

felterne 2. ,....%. rekursivt ved
25 S8y
1 N+in
2 =ik
= pr
X ; ;
Tty <f—u1’ 5u1>
i~ N
5‘— Pl
. :.1{-- - Lrrsime e <-)£.1 3 X X
g ) --u.L T L‘“l -uj —uj
= L
Uy ¢ Tpller, Teller?®

for i=2,...,n+m,

Da ;anEn er et arvet koordinatsystem pad M, er felterne

A~ .. .
seeesX, €N basis i tangentrwmene for M over ngnEn).
n.

N & '
Idet PR ) er ortonormale, er det let at indse, at
1 n+m

L2 (DAEM)XE? —> 77 vy (Z(PAE™))
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bliver et koordinatsystem pd N(M), néar fg defineres ved fast-
settelsen:

m
o _ 2
lc_(qu,.o.,un, t‘]go..,tm) - % ti!b‘li+mrl(u1j...,un, 0,90.,0)

for (u-l,...,%)eDnEn og (t1,...,tm)EEm.

Det er let at indse, at 2 koordinatsystemer g og E; afledt
fra 2 koordinatsystemer x og i ga overlapper differentiabelt.
P giver derfor et del-atlas <~ p& N(M). Det er klart, at for-
dragelige del-atlas p& M giver fordragelige del-atlas pd N(M).

Vi fir derfor en veldefineret differentiabel struktur pd N(M).

Nir N(M) gives denne struktur bliver ’ﬁl)(M) en differenti-
abel afbildning (Hvorfor?).

Overvejelser analoge til dem i exempel 6.3 viser si, at 1}/ (M)
er et m-dimensionalt vektorbundt.

Fig. 11,

Fgr neste exempel indskyder vi nogle be zrkninger om kvotient-
topologien pa en mangde.

Lad %k:X — M vere en afbildning fra et topologisk rum X ind
1 en meEngde M,

Betragt fglgende system af delmzngder i M

5’_={0C; M| k™'(0) &ben i X}.

—
Det er let at se, at o tilfredsstiller:
i) @, Me T

1) 04ye0sy0,€ T

——>fn\1 Oiﬁj—
i=
111) o €7, xel"=1J o T
. olem

(verificer dette).

§7J bestemmer derfor en topologi pa M med Oce ' som de abne
mengder, '

Denne topologi kaldes kvotienttopologien pd M Dbestemt af k.
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~j er den fineste topologi pd& M, sd& k er kontinuert.

Bemerk endvidere,at ndr M har kvotienttopologi bestemt
ved k, er f:M—Y, hvor Y er et topologisk rum, kontinuert,
hvis og kun hvis fk:X —Y er kontinuert.

Exempel 6.5. I det fglgende betegner 5" enhedssfaren i

En+1
Lad EF(U1"'°’un+1) vare koordinaterne i g+, S& har vi:
n+1
sP= { (uy,euepuy, ) € B Z_'_; W=}
1=

Betragt afbildningen F:EnH——)E1 defineret ved fastszt-~
telsen:

n+1 o
F(u.l,ooo,un+1)= i=1 ui "'1
, +1
for ethvert (u;,...,u, ) € EMTL,

Da F har rang 1 i alle punkter af Sn, fglger det, at
sP-F~1(0) er en del-mamgfoldighed af E°'' (Opgave 15 § 3,
subsidizrt sztning 3.14).

Tad A:5%—s" vare den antipodiske afbildning, altsé

A(p) = -p Y¥pe s

s X S

-~
R(p-f Fltfk- P

Fig. 12.

Det er let at indse, at A er en diffeomorfi med sig selv
som invers.,

Definition_af_ RP"_og BP2, P8 S® definerer vi en gkvivalens- °

e A T e e e T

relation ~ ved fastsaztielsen:

pr~q & p=g eller p=-q.
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( Lad RP" vare mazngden af skvivalensklasser ved ~v

og lad

k,:8%—RP"
vere projektionen af et element pad sin zkvivalensklasse. Hvis
cls,(p) 2{.2’ 72}'betegner zkvivalensklassen for p ved~/,
far vi altsa:

k1(B) = cls.,(g) VE e gt

RP? med kvotienttopologien bestemt v.hj.a. k, kaldes

det n-dimensionale reelle projektive rum,

Betragt nu En'H ‘{Qf og definer heri zkvivalensrelationen
2 ved fastszttelsen:

uy = Ja € B (Wyyeeasuy,4) = a (VyseeosVpiq)e
Vi observerer, at en zkvivalensklasse ved @Ay er en linie
1 En"'1 gennem O paner ) . Ekvivalensklassen for u € Enﬂ\ig}
betegnes clsz(p_) .
Lad RPDZ vgre mangden af akvivalensklasser ved 24, og lad

iyt BN {0} — B

vazre projektionen af et element pd sin zkvivalensklasse.
Giv RPD kvotienttopologien bestemt v.hj.a. k2.
. n ==n . .
De topologiske rum RP" og RP indgadr i fglgende diagrams
—F——— _n+1
; 21\ {0}

SIS
\ i

k k

1 2

. T
RP™ ——-_——'—)-ﬁﬁn
i

hvor 1i(p)= P VB e so

—
et

||

t/_q..e En”\{g}

r(u) =

e

fhull

(=]

(0131(9))= clsé(g) VE e g?

=) Vu e N {o)

T (els,(m))= cls,( =i
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{ Il - || betegner den sadvanlige norm i EM1, Det er let

at indse, at 1 og T 1kke afhemger af walget af reprasentanter,

Det er klart, at r og 1 er kontinuerte afbildninger.
Endvidere konstaterer man, at

1) kyi= Tk, og 2) kT =Fk2.

Fra disse relationer fglger let, at i1 og T kontinuerte
afbildninger (husk, at rp% og RP®  har kvotienttopologi be-
stemt af henholdsvis k1 og k2).

Lad os f.eks. bevise, at 1 er kontinuert.,Lad dertil U
vare en aben mangde 1 BPY., Vi skal vise, at Eh (11) er aben
i RP®., Dette afggres ved at unders¢ge, om k "1(2/)) er &ben
i Sn. Fra 1) fglger, at k, e (2/)) = 1 1(k2'1(2()) Da

RP" har kvotienttopologi er (2/) fben 1 ERTA {o} Da i
er kontinuert fglger si, at i~ (k2 YUY)) er sben i ST, Derfor
er k1'1(§?1(2()) fben i S". Dermed har vi vist, at 1 er konti-
nuert, '
Ved at benytte 2) f&s tilsvarende, at T er kontinuert(Prgv).
Da clgu) = els,(Gow ) ¥ue g2\ {0} fglger umiddelbart, at

1= "Tgpn ©8 ir = 10

ﬂuﬂ

Dette viser, at KP® og RP" er homeomorfe topologiske rum.
er derfor blot en anden mdde at definere det n-dimensionale
reelle projektive rum pa. Begge definitioner mgdes i litteraturen.
Fordelen ved den sidste definition (RPM) er, at den umiddelbart
kan generaliseres til projektive rum over et vilkarligt legeme.

R

Differentiabel struktur ps RP.,
Kald et kort x:D € E—> s pa s" "lille", hvis
tp - a I« V’gj q € (D). x (D) indeholder sdledes intet par
af éﬁtipodiske punkter. Hvis x er "lille", bliver afbildningen

k,x:D € B —> RP"

derfor 1-1-tydig.
Hvis x : D gEn*‘“% s og y:E € E? 58" er "sma" kort
pd S, og
k,x(D)Nk,y(E) F 4,
gelder prazcist (Hvorfor'?) et af fglgende udsagn:

1) x(D)ay(E) + ¢ eller i1)Ax(D)ny(E) ¥+ @,
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Hyls 1) galder, fAs (ky)”' (ex) = ¥y 'x

Hvis 1ii) g=lder, fs (k1z)‘1(k1g= v~ (ax)

y'1§ or differentiabel, da x og y er kort pa s,

Da A:Sh——>8" er en differentiabel afbildning, og X 08 ¥
er kort pad S5, er :'1(Ax\ en differentiabel afbildning.

Et del-atlas af “ngm&" kort DA s giver derfor et del-atlas
for en differentiabel struktur Pa RP". Da fordragelige del-atlas
af "smad" Xort pa st giver fordragelige del-atlas pa rp? , har vi
derned vist, at REM  kan gives struktur som en differentiabel
mangfoldighed Med denne struktur pa RPT  er det klart, at

k, . —RP®  bliver en differentiabel afbildning.

Hvis x:D € E N8 er et "lille" kort pi sh , er
-1(k #(D)) = x(D) vAx(D). A er en diffeomorfi, fremgér det, at

"‘(k z(D)) er en Aben delmengde af SB. Af dette fglger umiddel-
bart, at topologien pa RP? svarende til den differentiable struktu.-
pa RPY(Sxtning 1.13) netop er kvotienttopologien bestemt af k1

Opgave 2 giver en ume otode til at opnd den differentiable struktur
péd det reelle projektive rum, nar man bruger RP®  som model.

Det Kanoniske liniebundt over RP®. Bt 1-dimensionalt vektor-
bundt kaldes ofte et liniebundt. Over RP® findes et liniebundt,
der pd naturlig méde er knyttet til RP®. Dette liniebundt kaldes
det kanoniske liniebundt over PPn, og betegnes ofte med § =

(1 for dimensionen og n for RPY).
Konstruktion af f

&

Et punkt p € RP}  bestemmer et i-dimensionalt underrum L
i En+1(linie gghnem 0). Tanker man pd modellen BT er et pun%t
"maesten” en sddan linle.

Szt

sy = Y

L . s .
peﬁﬁl bl (disjunkt forening)
og definer

1 n
7;-1 : B(E ) —> TP
n

ved fastsattelscn Lp /ﬁﬂg_.

Hvis x: D & Y58 er et "lille" kort pa s med (u1,...,un)ED,
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far vi en 1-1 tydig afbildning

% :pxg' — n; (k,x(D))

Sn
defineret ved fastszttelsen

i(u.‘ yoossUny b ) = tx(uq, ... ,un) i rummet L_}_c_(n)

for (u.],...,un)ED og teE1 .

~ By x(uy51,)

x(uyg,u,)

/’l—a‘\ RP?

5 o
1/ (ug,up)
\

Fig. 13.

Hvis :f_ og Y er 2 sadanne koordinatsystemer pa E(}‘;) far viu
valy '

AP { (PR t) = \1/'1 (tx(uq, ...,un))
= (1'%, .e0u),t) 1 tilfalde (1)
= (1'1A x(uqy..050,), B) 1 tilfelde (i1).

Dette viser det glatte overlap af koordinatsystemerne
,ﬁ «es + Disse koordinatsystemer definerer derfor en differen-
tiabel struktur pa E(% }. Med denne struktur pa E(_;n) b.i-

ver N., en aifferentiabel afbildning.

bl’l

Hvis x : DC E® —5 8% stadig er et "lille" kort pd s,
definerer vi til slut

: kqx(D) x B! —9 /§1 (x4x(D))
ved fastszttelsen:
h(k x(agye.. yup)s t ) = tx(uq,.. .,un) .

Det er klart, at h er-en diffeomorfi, og at fglgende dia—
gram er kommutativt:
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h
k., X(D)XE' X 5_1 1 (k,x(D))
proj. ﬁé“‘ ?“(kg._(n))
k,&(D)

Dermed har vi vist, at

(E(§1 51’ 1’1

aer et differentiabelt vektorbundt.
Dette afslutter eksempel 6.5.

Flnd ved projektion pa koordinathyperplanerne i En+1 et
del-atlas pa S med 2(n+1) kort.

Find ved stereografisk projektion (Opgave 2 § 3) et del-atlas
pd S° med 2 kort.

Findes der et del-atlas' pa s med 1 kort?

Vis, at den antipodiske afbildning A:8%—8" er en diffeo-
morfi.

Vis, at A, (v ) = -_) b’v ET s”, nar en tangentvektor

¥ € Tan 1dent1flceres med I (w ) € T En+1 som i sztning 4.4.

Opgave 2.Betragt modellen RP® af det n-dimensionale reelle

projektive rum,

Lad " clsy(syy...,s vare et punkt i RP®. Da

n+1)
(51,...,sn+1) + 0¢€ En+1, findes et i, si si+ 0. Antag f.eks.,

at sn+1+ 0.
S4 fas
_ -1 -1
Vis, at
x:(Ugy.e,uy) € R N clsz(u1,...,un, 1) € Rp©
definerer et kort pi RP® omkring clsz(s1,...,sn+1).

Angiv dernast et del-atlas for en differentiabel struktur
pa RP" med kort af typen X.
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Vis, at RP® med den differentiable struktur i cxemp

el
6.5 og BT med ovenstiende differentiable struktur er diffe-
~porfe differentiable mangfoldigheder.

Opgave_3. Lad C Dbetegne de komplexc tals legeme. Sat

A= (@, ez ) |2y € c}

w 2n+1_ {( c Cn+1| ot ‘ |2 _ 1}-
S - Z.],...,Zn+.]) g Zi -
2041 o calcdes emhedssfaren 1 €O =g2(FTD,
Indfgr =zkvivalensrelationerne "~ 0g 2~ TPa nenholdsvis
82n+1 og Cn+1—0 ved fastsattelsen:

(x.v...,Xn+1)N(Y1,o.-,Yn+1)@3;\5 C Sél-’:}des at

(x.],..oa,%_l_-l) = A(y‘lﬂ"'QYn.l.’l)

(der mi ngdvendigvis galde, at A I=1)

(Z,l, ...,Zn+1) *’J(w-],-uc,‘dn_*_dt)@a W € C Sé.l(.':des at

(21,ooc,zn+1) = VI(TJ17"'?V:n+‘])’

Lad CP% og TP vare msngden af akvivalensklesser ved
henholdsvis ~ og A%, og lad ki : 827 —cP™ og ks GO 1 0 =TT
vere projektionen af et element pa sin gkvivalensklasse,

giv  Ccp™ og CP* kvotienttopologi ved henholdsvis k1 og kz.

Vis, at cP? og CP"® er homeomorfe.
Man kalder CP™M(CPT) det n-dimensionale komplexe projoktive

rum.

vis, at k,7'(p) = s' ¥p e o™,

vis, at CP' kan gives struktur som cn 2n-dimensional
differontiabel mangfoldighed (Benyt fremgangsmaden 1 opgave 2).

ingiv et 2-dimensionalt reclt differentiabelt vektorbundt
cver CPT,
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Definition 6.1 giver objekterne 1 kategorien af differen-
tiable vektorbundter. Fglgende definition giver worflerne.

Definition 6.6. Lad § = (E (§), Te ,B(3)) og

7 = (E(%),Tﬁ ,B(3)) vare differentiable vektorbundter.

E bundt afbildning 7« §-—% bestér af et par af differen-
e afbildninger fp:E(¥) —E(}) o8 fB:B(§)~+B(?)7 shledes
lgende diagram er kommutativt

E(f) ——> E(})

B(¥) > B(}) 5
fp

og séledes at

c L7 m) s ) (e (D))
sl % e P

er linemr for sthvert b € B(F).

definition 6.5 sikrer netop, at fy atbilder fibre ind 1 fibre,
sdledes at sidste del af definitionen har nmening.

afbildning. .
k

Notation. Man bruger skrivemiden f=(fy, fr) for en bundt

vare en differentiabel afbildning

mellem differentiable mangfoldigheder.
Som vi hay set i § 5 er
T(F) = (F, F) : (M) -» T)
en bundt afbildning.

Hvis f:¥ 2% o0g g: % —§ er bundt afbildninger, udggr parret
af afbildninger ( ggfp, gpfp) en bundt afbildning fra ¥ otil §
(hvorfor?). Denne bundt afbildning kaldes sammens®tningen af
bundt afbildningerne f og g, og betegnes med g of. Altsa:

gof (ngB, gEfE) : st-—o———-)s

Hvis § =(E, 7,B) er et vektorbundt, udgsr parret af afbild-
ninger (1g, 1p) en bundt afbildning § —& , som vi betegner
med 1; .



Det er nu klart, at tages differentiable vektoerbundter 33m7;

)

objekter og bundt afbildninger som morfier, fir man en kategori,
nir ovenstldende sammensztning af morfier benyttes. Denne kategori
kaldes kategorien ifferentiable vektorbundter.

Det er nu ogsi klart, at ¢ er en covariant funktor fra kate-
zorisn ar differentiable mangfoldigheder til kategorien af differen-
tiable vektcrbundter (se side 58).

En zkvivalens i kategorien af differentiable vektorbundter kaldes
en bundt skvivalens. En bundt afbildning fzg—e} er altsa en bundt
zkvivalens hvis og kun hvis, der findes en bundt afbildning g:% —§,
sédledes at go-f=1§ og feg= 1? 5

Det er let at indse, at en bundt afbildning f:§-a} er en
bundt akvivalens, pr®cis nir fB og fE er diffeomorfier.

Vi skal i det fglg-nde ofte betragte vektorbundter med samme
basis rum. Man fastholder s& ofte basis rummet ved at tale om bund~
ter over det pag®ldende basis rum. For bundter over samme basis rum
gnsker vi en starkere form for =®kvivalens.

Definition 6.8. Lad ¥ og  vare differentiable vektorbundter
over B(§) = B(%) = B.

En bundt zkvivalens f:g;-—e? med fp=15 kaldes en bundt iso-
morfi.

Vektorbundterne‘§'og } kaldes jisomorfe, hvis der findes en

bundt isomorfi imellem dem.

Sztning 6.9. Lad §og % vere differentiable vektorbundter over
B(§) = B(%) = B.
En differentiabel afbildning fE:EQg)——aE(%) giver en bundt

isomorfi (1p, fE):§3-9? hvis og kun hvis:
i) Fglgende diagram er kommutativt

'y
E(§) —L—s E(3)
B

. Ay =T -1 L
ii) fEiwé (b).?% (b)-—éﬂ3 (b) er en iscmorfi Y¥'b € B.

Bevise® for denne s#ztning er en anvendelse af fglgende lemna.

Lemma 6.1¢.Lal M vare en differentiabel mangfoldighed, og

ancvag, at
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@ : M x E" g™
og
@ : M-GLE™
er forbundet ved kravet

@ ) (W=P(x,v) ¥xe M, VverED,

S& galder, at @ er differentiabel hvis og kun hvis P er diffe-
rentiabel.

Bemzrkning. GL(E™) er mengden af isomorfier af E® p3 ciz

selv.

GL(E®) er en mz-dimensional differentiabel mangfoldighed
(Opgave 6 § 1).

Tages sammensatning som multiplikation bliver Gl(E™) en Lie-
gruppe (Opgave 17 § 3). .

Udsagnet " ¢ differentiabel” er dermed tillagt mening.

Vi observerer, at der findes en afbildning ¢’svarende til en
given afbildning S}S , przcis nar P(x,'):Em—-&Em er en isomorfi
Vx e M.

Bevis_for_ lemma _6.31c. Lad €qye.y2, v@re standard basis

i Em, og lad {.,.7 bhetegne det szdvanlige indre produkt i E",
Definer afbildningerne

Pt M-oE!  for i,j=1,...,m
ved fastszttelsen

Py 0=Ceyy PO (2> =<ogy Blx, 2

for ethvert = € M.
Det er klart, at{qgj(xl} er matrixfremstillingen af
@(x) € G1(E™) m.h.t. basen Sqyeverlpy -

Da den differentiable struktur pi GL(E™) netop defineres ved
at afbilde en isomorfi i GL(E™) pd et punkt i E™ fastlagt
v.hj.a. dens mxm-matrix m.h.t. en given basis, er det klart, at
(*) @ differentiabel hvis og kun hvis @, differentiable
Vij=1,...,m.

m _
Lad v= S vigy € E" og lad _@1,...,C§m vare komponent-

funktionerne #or @ m.h.t. basen PR S

Ligningen @(x, v) = P(x)(v) for x €M og v e E" bliver
péa matrixform til
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.(Pi(X, v) = £_1<}9ij(x)vj -for 1=1, 444,00,

Heraf aflzses straks:
(**) @ differentiabel hvis og kun hvis (Pij differentiable
Vi,j=1, o-c,mn

(*) og (¥*) giver tilsammen konklusionen i lemma 6.10.

hvis (13, fE) er en bundt isomorfi.

*ntag derfor nu omvendt, at i) og ii) er opfyldt.

Da fy afbilder ethvert fiber i § isomorft p& det tilsva-
rende fiber i 3, er det klart, at fp er bijektiv, og at £
afbilder fibrene i ’} isomorft pad de tilsvarende fibre iq§ . Hvis
fE'1 er differentiabel, er det derfor klart, at (ig, fE'1) er en
bundt invers til (g, fp). Heraf vil fglge, at (1, fn) er en
bundt isomorfi.

Vi skal altsd nu kun vise, at fg

Dertil betragter vi &bne delmengder U & B med tilhgrende

=1 or differentiabel.

diffeomorfier

h: UxEm-—-‘#'f:‘g1(U)
K UxEm—-m;'1(U)

som opfylder betingelse 2 i definition 6.1.
Vi registrerer situationen 1 fglgende kommutetive dilagram:

m Tofeleh
e A ofel
A

AN

Prey

(streg efter en afbildning, f.eks. fE|, betyder restriktion af en
afbildning med stgrre definitionsmangde) .

Da hade h, fE| og k er isomorfier pad de enkelte fibre,
findes der afbildninger '

¢ : vx E"mE"



S P:U — GL(E™),
sdledes at

‘P(x)(.v)=@(x, v) Vxeu, Yve©rg®
cg sa

-1 :
k OfE|°h = (proj., @ ).
Tilsvarende findes afbildninger

E U x E® — g™
og

] I

w: U—GL(ET),
séledes at

Y(x)(w) = .(ff(x,w) Yx ¢ U, Vwe gt

-
og si

=1

-1 .
h™ efp le k = (proj, Y.

Man indser let, 2at
Yx) = 9" Vx e,

Hvis 7 :GL(E®) —CL(E™) er den afbildning, som sznder
en isomorfi pa sin invers, har vi derfor

y=7¢

Vi kan nu bevise, at fE'1| 7?'1(U) er differentiabel, Da
h og ¥ er diffeomorfier, falger dette siledes:

fpl BT (0 airr. == @ asrr.
= ¢aiff. (lemma 5.10)
== yaiff, ( Ter diff.)
:==>zﬂﬁiff. (lermma 6.10)
= ;7| 77'}'1(U) diff.

Da vi kan overdzkke B med mazngder af typen U, har vi der-

med bevist, at fE—1 er differentiabel. Som allerede navnt af-
slutter dette beviset for sztning 6.9.

Hvis man benytter satningen om inverse funktioner, kan man
bevise sztning 6.9 direkte. Fordelen ved det her anfgrte bevis
er, at det samme bevis fungerer, niAr man overalt erstatter diffe-
rontiabilitets krav m2d kontinuitets krav. Sztning 6.9 gzlder
derfor ogsd i "kategorien af koantinuerte vektorbundter'.
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funktioner.

Vis endvidere, at en bundt afbiidning f: £ —% er en bundt
@zkvivalens, hvis og kun hvis {y er en diffeomorfi, og fE| ﬁ§"1(b)
er en isomorfi ¥ b € B(}).

Lad nu.,§ vezre et vilkarligt m-dimensionalt differentiabelt
vektorbundt. Hvis U € B(§) er en dben delmzngde er det klart, =t
rirplen

ElU = (B() '77':?-1(U),7?§HT§"1(U), )

er et m-Cimensionalt differentiabelt vektorbundt. Dette bundt kaldes
restriktionen af.g til U og betegnes som angivet med %] U,

Hvis U har egenskab 2 i definition 6.1, ser vi, at diffeo-
norfien h;Udemn—aﬁ%71(U) giver en bundt isomorfi mellenl‘gl U og
det m-dimensionale trivielle bundt over U (eksempel 6.,2). Man ud-
trykker kort . dette ved at sige, ai;‘gl J er et trivielt bundt. Man
bruger ogsd udtryksméden S er triviel over U, Diffeomorfien h,
son giver isomorfien med det trivielle bundt omtales ofte som en
trivialisering af §W U. Dette er i overensstemmelse med fglgende
definition:

Pefinition 6,.11. Et m-dimensionalt differentiabelt vektorbundt

E'kaldes trivielt, hvis det er isomorft med det m~dimensionale
trivielle bundt over B(E).

Hvis & er et vilkirligt vektorbundt, er det i de fazrreste
tilfzlde trivielt. I definition 6.1 indgdr imidlertid, som vi lige
har set, at man kan overdzkke B(§) med &bne mangder U, s& §| U
er trivielt. Man udtrykker dette ved at sige, at et vektorbundt er
lokalt triviel. Allerede i beviset for sztning 6.9 har vi set, at

denne egenskab er vigtig. Et vamsentlig trin i dette bevis var jo netop
at transformere problemet til et problem vedrgrende trivielle bundtar.
Denne fremgangsmide er generel, nar det drejer sig om lokale egen-
skaber ved lokalt trivielle bundter.

Ovenstaende diskussion viser, at et vilkérligt vektorbundt er
stykket sammen af trivielle bundter. Opgave 9 forfglger dette syns-
punkt.

Fn vasentlig del af vores interesse for vektorbundter er knyt-
tet til begrobet tvarsnitf

Tt (differentiabelt) tversnit i § or en (differentiabel) afbildning
s+ B(5) (), shledes at s = TB(£)
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Tversnit er en god betegnelse, idet betingelsen
H = 1B(§) sikrer, At s udpeger pracis en vektor i hvert fiber
qf £ .
Som allerede navnt koldes tversnit i et tangentbundt for
vektorfelter., Et tvarsnit i et normalbundt (exemnzl 6.4) kaldes
et normalfelt.

Lokalt kan tvarsnit beskrives ved et system af relle funktioner.

Lemma 6,13, Lad g\mxo 2t m-dimensionalt differentiabelt vek-

torbundt, og lad h vare en trivialisering af £l v,
Hvis s:B(¥) —E(§) er et tvarsnit i & findes m entydigt
bestenmte reclle funktioner CPERRRRI U-—--9E15 saledes at

s(x) = n(x, a;(x),.e0y2,(x)) Vxev

d.v.s. si fglgende diagram er komrutativt:

Z(wf:m¢~——*9 ﬂg (2()

Ty @7, \ %W

Bevis. Dar h er en diffeomorfi bestemmas funktionerne

entydigt af za2fbildningen
“slu): U —UxE"

Da h =afbilder fiberet over x € U 1 det trivielle bundt
pd fiberet over x i §', fplger kommutativiteten af diagrammet umid-
delbart.

Man kalder &a,,...,a for koordinatfunktionerne for s m.h.t.

m
trivialiseringen h af §| U.

Lemma_6.14%. Et tvzrsnit s:B(E)—E(F) 1 g er differentiabelt,

hvis og kun hvis kcordinatfunkticnerne LETIRRTE- . for s m.h.t.
en vilkirlig lokal trivialiscring af §' er differentiable.

Da h er en dilleomoffl, er det klart, at s|U : U—E(¥)
er differentiabel ,hvis og kun hvis a.,...,a ~ er differentiable.
Heraf fglrer lemmact umiddelbart.

Sestning 6.15. Bt differentiabelt tvarsnit s:B(§)-——9E(§)

i § :r en imbodding.,
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Bevis. DBetingelsen Ti% s

B(%) sikrer, at s er
Giver vi

S(B(g)) den inducerede topologi fra E(5)
ver

—

H

Lt

| sB(5)) : sB(E)) = B(E)
en kontinuert invers til s

opfattet som afbildning ind i
s(B(%)). Det er derfor klart, at s er en homeomorfi pd sit
billede.

Vi skal derfor nu blot vise, at s
at sx er 1-1, Da

er en immersion, d.v.s.
o

—
sd det er en trivialitet.

P —
Opgave_5. Lad = = (E,1/,B) vare et vilkirligt differen-
tiabelt vektorbundt.
Vis, at 5 : E—> B

er en aben afbildning:
(OSE &ben =—=> 7 (0) C B &ben).

bli-
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Er 7 en lukket afbildning?

Vis, art E er et Hausdorff rum hvis og kun hvis B er et Haus-
dorff rum.

§g§gigg_§;l§. Lad MnC?En+m vezre en immersed del-mangfoldighed,

og lad Z:M-—N(M) vare norpalfelt pad M.

Der findes n+m entydigt bestemte reelle funktioner
1

Z1,l-0,zn+m: M""")E L) Saledes at

z(p) = (z1(3),...,zn+m(£))ﬁ € TpEm'm Vp & ¥

7 er differentiabelt,hvis og kun hvis 2.,,...,2 er differen-

tiable.

n+m

Hvis s og t er tversnit i et vektorbundt E, og a,beE1, kan
vi definere afbildningen

as + bt:B(¥) —E(£)
ved fastssttelsen

(as+bt) (x) = as(x)+bt(x) € W‘§'1(x) V x € B(E).

Vi har udnyttet vektorrumsstrukturen 1 de enkelte fibre for §

Det er klart, at as+bt bliver et nyt tvarsnit 1 [

Hvis s og t er differentiable tversnit bliver as+bt diffe-
rentiabelt. Man kan f.eks. bevise dette v.hj.z. lemma 6.1%, idet det
er klart, at koordinatfunktionerne for as+bt er den tilsvarende ‘
linearkombination af koordinatfunktionerne for s og t (her udnyttes,
at en trivialisering er linear p4 fibrene).

Ovenstiende beviser fglgende satning.

mengden af differcntiable tversnit.
Dgiigigigg_églg. Et system af tvarsnit Sg,...,5¢ i et differen~

tiapelt vektorbundt & xaldes linezrt uvafthengige, hvis ]
51(x),...,sk(x) or linesrt uafhzngige i vektorrummet ﬂ}“ (x) Vx € B(§).

Linezr uafhangighed af tvarsnit er altsd fibervis uafhezngighed.
Dette er ikke det samme som linear uvafhengighed 1 vektorrummet af

tvzrsnit.
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Opgave_ 7. Giv et exempel pad 2 tvarsnit i vektorbundtet
lineart uwafhazngige i vektorrummet af tvarsnit,
Tversnit giver os mulighed for at afgdre trivizlitet af et
vektorbundt i bundtet selv.

Sztining 6.19.Lad § vere et m-dimensionalt differentiabelt
vektorbundt. S& gzlder, at § er et trivielt vektorbundt, hvis og
lun hvis der findes m linesrt uvafhangige differentiable tvarsnit
Sq9evegSy i §'.

Antag fdrst, at,§ er trivielt. S4 findes en diffeomorfi
h:BxET — E siledes at fglgende diagram er kommutativt
?

h
BXE< > E
proj. T

\\NB

og siledes at hx:EFL——aﬂ’J(x), defineret ved fastsattelsen
hx(v) = hix, v) Vv e Em, er en isomorfi ¥'x € B.

Lad Bqseeesly, VETe standard basis i Em, og definer

s;: B—>E for i=1,...,m ved fastsazttelsen
s;(x) = hix, g;) V¥x e B,

SqyesesS, ©T differentiable tvarsnit i § y da h er en
diffeomorfi. Da e,,...,8 €T line=rt uafhangige, og hx er en
isomorfi Vx e B, er det klart, at SqyesesS, €T linezrt uafhan-
gige tvearsnit.

Antag nu omvendt, at vi har givet m linezrt uafhazngige
differentiable tvarsnit Sq9esaySy i‘§ .
Definer sa afbildningen

h : BXE'—5E
ved fastsattelsen
m
h(Xy ¥iyeees¥y) = g;%yisl(x)

fOI' X E B Og (Y.],.--,ym') E Em-
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Det er klart, at ovennavnte diagram kommuterer med denne
definition af h. Det er ogsad klart, at h, Em——;7g (x) er en
isomorfi for ethvert x € B, I fglge satnlng 6.9 ;ih¢acr vi 8d hlot
at vise, at h er differentiabel, for at slutte, at (1, h) giver
en bundt isomorfi fra det trivielle bundt over B til § .
For at vise, at h er differentiabel, betragter vi en &ben
mengde U € B, sdledes at | U er triviel. Lad ¥ vzre en tri-
vialisering af j;i U, Vi far sa fglgende kommutative diagram:

ucE" AL 00 B U E”

/or‘oj. 'f | Proj.

U

Vi far nu

m
¥ h | (x, Vqseees¥g) = Eg% y;proj, k si(x))
€

for x e U og (y1,...,y ) Em, hvor proj2 er projektio-

nen pa ER
Det framgar heraf klart, at k~ '] er differentiabel som

funktion af alle de variable. Da dette galder for et ¥vilkarligt
U, sa §| U er triviel, og vi kan overdzkke B med sadanne U, -
har vi dermed bevist, at h er differentiabel.

Dette afslutter beviset for s=tning 6.19.

Sztning 6.20.Lad O C'E‘ " yare en Aben mengde i En+1, og

lad F:0 —E' v=re en differentiabel afbildning. Lad a € o og
set M= F'(a).

Antag, at M 4+ @, og at dF 4+ 0 i alle punkter af M, sdle-
1
El’l+

des at M er en hyperflade 1
84 gelder, at normalbundtet Y(M) for M i E™' er trivielt.

Bevis.Da V(M) er 1-dimensionalt,6skal vi i fglge szining

6.19 blot finde et differentiabelt normalfelt til M, som er for-
skellig fra O i alle punkter af M,
: n+1
Lad dertil (uyy..0yu,,4) € E
Betragt vektorfeltet

. . +
vare koordinaterne i En 1.

3F AF
grad F = (5400, —o— ) 12 O,
ouy’ ’aun+1
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Da dFf O pd M er grad F 4 0 pd M.
Lad nu p € M, og lad o(:Ig—M vzre en kurve pd M nmed
«(0)=p.

S§ far vi, at Fx(t)=a Vte I. . Heraf fglger, at

n+1

<o<'(0), grad F(£)> =3

o i
g—g-i-(g_) Tt (0 = 25 =0

Dette viser, at grad F er et normalfelt til M,

Da jig- er differentiabel p& M for ethvert i=1,...,n+1,

viser satnin% 6.16, at grad F er et differentiabelt normalfelt
til M.

Dermed er s=ztning 6.20 bevist.

n+1

_ 2
F(u1,-..’un+1) - g_; uio

Betragt sP=r~1(1). Da grad F=2-(ug,...u )

ser vi, at(u1,...,un+1)= %-grad F er et normalfelt forskellig
fra

fig. th

Vi skal nu betragte nogle exempler pad mangfoldigheder, der
har triviel tangentbundt.

med &t kort (f.eks. en Aben delmsngde af E?), Lad os sige, at
yDgEmégth
er et kort pd M,
h=Fo(x™ X 1gn) * x(D)x ET—T(M)

giver en trivialiscring af T(M). M er altsad paralleliserbar.
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Dette exempel viser specielt, at B! er paralleliserbar,
s ER er en Lie-gruppe med sadvanlig vektoraddiiion som multi-
plikation, er dette ogsd indeholdt 1 fglgonde s=ztning.

Sztning_56.23. Enhver Lie-gruppe G er en paralleliserbar

Venstre translation i G med et element a € G er afbildningen
L : G—0C defineret ved fastszttelsen La(x)=a'x‘Vk.e G. Hvis
ia:G —GxG er afbildningen defineret ved fastsattelsen

i, (x) =(a, x) Vx € G, ser vi, at L,=4i, . Det er let at indse,
at i, er en differentiabel afbildning Wa € G, og da Mer givet
differentiabel, fplger sa, at La er en differentiabel afbildning
Va e G.

V.hj.a. venstre translationer kan vi udvide en vilkérlig
tangentvektor i e € G (identiteten i G) til et vektorfelt pd G.
Lad nemlig Xe € TeG vere givet. For ethvert a € G definerer vi
s& tangentvektoren X € TG ved fastszttelsen

X, =0 ) xe(Xe) -

Samlingen af .angentvektorer Xa definerer vektorfeltet
X pad G.

Vi vil nu vise, at X er et differentiabelt vektorfelt ps G.
Lad dertil £:U0€ G—»E' vare en differentiabel funktion pi en ‘
aben delmzngde af G.
I fglge setning 4.5 skal vi blot vise, at X[f] .U—sE! er en diffe-
rentiabelﬁfunktion.

Hvis X =cls(), hvor o< : [ —>G eren differentiabel afnild-
ning med & (0) = &, finder vi for ethvert a € U:

x[f](a) = X, [£]
=(L,) xo (%) 1]
=X [fL,]
= & ((£1,_ ) (0)

dt a’’

= &(r(a-)) (0,
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hvor a-c(:_IE-—>G er defineret ved fastsattelsen (a*e)(t)=
arx(t) Yt el . .

Vi kan nu vise, at X[f] er differentiabel siledes., Betragt
den sammensatte afbildning F: UxIg —G defineret ved fastszttelsen
F(a, t)=a rx(t) VaeU ogVtels. F er netop sarmensztningen

UxI‘1= —:E:.i)GXG — G,

hvor 1i:U —G er inklusionsafbildningen. Det cr derfor klart, at
» er differentiabel. Da F(a,0)=a-X(0)=a+e=a Va € U, ser vi, at
F~1(U) er en &ben delmszngde af U xIg, som indcholder UxO.
Hvis t er parameteren pa .Z% , vil ethvert kort pi F'1(U) inde-
holde denne koordinat som sidste koordinat. Vi far en veldefineret

afbildning
C?-t (foF|F1(W)) : F7 (W)~ E

som er differentiabel, da f og F er differentiable.
Sammensatningen af denne afbildning og afbildningen
j:UW—&F-1(U) defineret ved j(a)=(a,0) Va € U, er netop
X[f]-U—-9E1. Da ogsd j er differentiabel, har vi dermed bevist,
at X[f] er differentiabel. _
Dette beviser, at X er et differentiabelt vektorfelt pd G.
Hvis dimensionen af G er m, kan vi nu let finde m linezrt
uafhangige differentiable vektorfelter pd G. Lad nemlig
X;,...,Xg vere en basis i T G og betragt de tilsvarende differen-
tiable vektorfelter Xq,...,X pd G. Da (L,)y, er en isomorfi
VaceG (La er en diffeomorfi med L _q som invers), er vektorerne

X;,...,Xg - linesrt uvafhengige 1 Taﬁ- Va € G, Dette beviser, at

X1,...,Xm er m linesrt uafhangige differentiable vektorfelter pa
G.
Ifglege satning 6.19 or T(G) derfor et trivielt vektorbundt.
Dermed har vi bevist, at G er en paralleliserbar differen-
tiabel mangfoldighed.

or indeholdt i § 3 opgave 16 og § 4 opgave 7. Vektorfeltet X
svarende til Xe € TeG er venstre invariant (§4% opgave 7), og

er klart entydigt bestemp ved dette krav. Afbildningen Xe"NX
giver netop vektorrums isomorficn TeG-—ég?, hvor g} er Lie-alge-
hraen for G.
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Onzave 8. Vis, at E' er en Lie-gruppe med vektoraddition

e s did S . e e

som multiplikation.
. . —I
Hvad er venstrec translationerne i E™?
(iv en geometrisk beskrivelse af det venstre invariante

vektorfelt hgrende til Xe E TeEn.

Vis, at 31 er en Lie-gruppe med multiplikation induccret
fra den komplexe plan (sl= {z e ¢ |zl = 1} Y.

Hvad er venstre translationerne 1 81, og hvad er det venstre
invariante vektorfelt ngrende til X_ € T8'?

Lad G1 og G2 verc 2 Lie-grupper. Vis, at G1*G2

Lie-gruppe med multiplikation (x1, x2)-(y1,y2) = (x1-y1, xz-yg).

R 2n

Beskriv venstre translationer og venstre invariante vektor-
felter p& S'xs' (Torus) og 8'xE'(Cylinder).

B{S1w'e-xs1 (n faktorer) cr en Lie-gruppe.

Vis, at T =85
7' kaldes den n-dimensionale torus.
B s 4 e n
Paralleliserbarhed af n-sfzren S haonger sarmen med et rent
algebraisk problem, nemlig spgrgsmalet om En+1 kan forsynes med

en multiplikation,ved hvilken det bliver c¢n reel divisionsalgebra.

Definition. A er en reel divisions algebra, hvis A er et en-

deligt dimensionalt vektorrum over de relle tal, og der findes en
multiplikation s:Axh — A, sdledes at

1) Jser bilinezr
2) Der findes ingen mul-divisorer ved multiplikationen, d.v.s.

Mla,b) = 0 =2(a = 0) v(b = 0).

vitet af multiplikationen.

Lemma. Hvis A er cn reel divisions algebra, har ligningoerne

/u(a, x) =b ogl/z(x, a) = b en cntydig bestemt lgsning x € A for
ethvert a, b € A, at O.

Bevis. For a € A defineres afbildningernc

Laz.:";. —‘"%A. Og Ra','i":. ‘4.‘“\.

ved fastsattclserne La(x) =/u(a, X) og Ra(x) i/u(x, a) for et-
hvert x & A.
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L, og R, er lineszre afbildninger p.gr.a. 1). P. gr. a. 2)

er L, og R, 1-1-tydigeVa € A med a40. Da A er endelig dimen-
sional, fglger s&, at L, og Ra .er isomorfier Va € A med 240,
Dette beviser lemmaet.

Setning 6.2%. Hvis F'*1 kan forsynes med en multiplikation,

ved hvilken det bliver en reel divisions algebra, er s® paralleli-
serbar.

Bevis., Lad e,,...,8,, 4 V&re en basis i En+1.
Da produktet u:ETT'x B —E™" er bilincert, er 4&en diffe-
rcntiabel afbildning.
Betragt nu den linezre afbildning Le,;En+1-———>En+1 defineret

ved fastsattelsen L, (x);u(e1,x) Vxe it
1
Da e,40 er L, en isomorfi. Afbildningen

i -1, g, gt er1differentiabe1, da den er linezr. Idet inklu-
sidnen af % i EM' er differentiabel, fglger s&, at afbild-
ningen

F = Le1'1ISn: S g
er differentiabel.
Vi konstaterer, at

M (e, F(x)) = x Vx e so.
Definer nu afbildningerne
Xi: P! for i=1,...,n
ved fastszttelscn

Xi(x) =/£((ei+1’F(x)) b/x e gb

Da F og Mer differentiable afbildninger, fglger det, at
X1,...,Kn er differentiable afbildninger.

Idet multiplikationen er biline=r og uden nul-divisorer, fglger
det, at vektorerne e, F(x))yeeey e 4y Flx)) er linesrt
uafhmngigolfx € Sn, idet e;y5.0050,9 €T linezrt uwafhangige.

Dette viser, at vektorerne X, 21(x),...,Xn(x) er linesrt uaf-
hangige Vx € 5™, Projektionezn af vektcrerna Xi(x) pd tangentplanen
tii 3™ i x € 8% er derfor ogsd linemrt uwafhangige. Hvis {5 >

E;n+‘l

er det smdvanlige indre produkt 1 giver disse projektioner

nctop afbildningoernce
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X, :8P—E™T for i=1,...,n

hvor
n

X (%) = Ry@x)-Cx, K0 x Vxe s

Da X, er differentiabel er X, differentiabel for i=1,...,n.

Som vi lige har set, er Xﬁ(x),...,xn(x) linezrt uafhangige tangent-
vektorer til s i xe g™ Vxe st

XyseeeyX, giver altsd n lineart uafhzngige differentiable
vektorfelter pa s, Ifglge s=tning 6.19 er s?  gerfor paralleliscr-

bar.
Dermed er sztning 6.24% bevist,

er der en multiplikation, som ggr disse
euklidiske rum til redle divisions algebraer, Disse algebraer er
netop de redle tal, de komplexe tal, kvatemionerne og Cayley tallene,
De komplexe tal var kendt af bl.a. Cauchy og Gauss. Kvaternionerne

of Cayley tallene blev opdaget af henholdsvis Hamilton og Cayley
omkring 1845. I kvaternionerne er multiplikationen ikke kommutativ og
i Cayley tallene kverken kommutativ eller associativ. Spgrgsmalet om
der existerede andre reelle divisions algebracr end disse fire kendte
var lenge 8bent, I 1878 viste Frobenius, at de eneste associative reellc
divisions algebraer var de redle tal, de komplexe tal og kvaternio-
nerne. I 1898 viste Hurwitz, at de eneste normerade reelle algebraer
(multiplikationen tilfredsstiller |«(a,b)|= laf-|b|) var de fire
kendte. Dernazst skete der ikke generelle fremskridt i spgrgsmdlet fgr
1940, da Heinz Hopf ved metoder fra den algebraiske topologi viste,
at der hgjst kunne vare redle divisions algebraer 1 dimensionerne

2%, Han viste netop dette ved at vise, at s?  kun kunne vzre paral-
leliserbar for n=2k—1. Endelig i 1958 blev det sa igen ved metoder
fra den algebraiske topologil bevist, at kun S°, 81, 53 og s’

var paralleliserbare, og at der altsd derfor ikke existerede andre
reelle divisons algebraer end de fire kendte. Dette blev bevist
uafhangigt af Milnor, Kervaire og Borel - Hirzebruch. /ille disse
beviser bygger pa undersggelser af de ortogonale grupper forctargoet

aff R.Bott, Spgrgsmilet om existens af* reglle divisions algebraer

blev ogsd lpst af Adams 1 1958. Han anvendte ogsa metoder fra den
algebraiske topolopgi.



91.
Fra sztning 6.24 fglger det at 81, 83 ng 87 er paralleliser-

L Cg S3 er Lie-grupper med multiplikationen induceret
henholdsvis fra de komplexe tal og kvaternionerne, fdlger paral-

bare, Da S

1eliserbarheden af disse allerede fra saztning 6.23.

Observer, at exempel %.1 nu er tillagt mening.

Vi skal senere hevise, at 52 ikke er paralleliserbar, og vi
vil dermed have et exempel pd et ikke trivielt vektorbundt. Da det
or noget specielt, at et bundt er trivielt, og vi hovedsageligt har
beskaftiget os med hvorndr dette var tilfaldet, giver vi allerede nu
et exempel pd et ikke trivielt differentiabelt vektorbundt.

Exempel 6.25. Betragt enhedsintervallet [0,1] og dan produktet

EM1JKET. N&r endepunkterne i [0,1] identificeres fremkommer ..
I Eh1]xE1 identificerer vi linierne OXE' og 1xE' ved en
1=0=<E1 identificeres med x € E1=1xE1.
Herved fremkommer det ubegransede M¥bius band. Projektionen
Eh1]XE1-—9[O,1] respekterer identifikationerne, og giver derfor

en projektion af M8bius bindet pAd S'. Herved fremkommer et diffe-

rentiabelt 'iniebundt (E,,5') over S'.

drejning, d.v.s. -Xx € E

o 7

fig.zf'

Bundtet (E,7,8") er ikke trivielt. Man ken indse dette sile-
des. Klip M8bius bindet (E) op langs nul-tvzrsnittet. Det er let
at indse, at det resulterende tcpologiske rum er kurvesammenhangende.
Hvis (E,ZV,S1) var trivielt, ville E vare diffeomorf{ med SixE1.
Klipper vi imidlertid S_]'YE1 op langs nul-tvarsnittet fis 2 sammen-
hengskomponenter. Vi har dermed indset, at (E,?r,s1) er et ikke

trivielt vektorbundt.

er isomorf med enten det trivielle liniebundt over S1 eller
bundtet i exempel 6.25. Digse bundter kan realiseres som henholds-
vis tangentbundtet for RP1 og det ¥xanoniske linicbundt over RP1

(sc opgave 1o).
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torbundt, og lad diffeomorfierne h, k og 1 vare trivialiseringer
af henholdsvis 5| U, E|v Z|w.

Vis, at der findes en differentiabel afbildning
ggy: UnV— GL(E™),
sdledes at
k" Mix, v) = (x, ggy(X) (V) ¥ x € Ua¥, Vv € E

(Benyt lemma 6.10).

Vis, at

i) gyp(x) = gm VxeTU

ii) gw(x)gw(x)=gw(x) Mx € Un Va W,

Lad dernzst B vare en vilkarlig differentiabel mangfoldighed,
- - .
og lad {Ugik . vere en aben overdskning af B med tilhgrende diffe~
rentiable afb%ldninger

51? : Ux D UQ —_ Gl(Em) Y oL, p ef,
siledes at det for ethvert & ,p , y ef’ pelder:
1) gux (X} = Tgm N ox €Uy

St nu

M =U Uy,x EM (disjunkt forening)
A E[T ]

og definer relationen ~ i M ved fastszttelsen

(Xq_E ) x. £ U

vt e 1 il &
0 Xp o hes Vy Wyeas £ B}



93.
(x&_,v)nJ(xp YW=

(X = X5 1 Uy Un ) A (W=gng (X ) (V).

Vis, at ~ er en gkvivalensrelation.

Lad E Dbetegne m@ngden af zkvivalensklasser ved ~ , og lad
p:M-—E vzre projektionen af et element pa sin zkvivalensklasse,

Lad i :Ug x. E" —M  vare den naturlige inklusion og sat
he = Pl VL ET .

Vis, at

B! h, t (UnUy )xE"—s (U0, )x E

& A

er en differentiabel afbildning (find et udtryk for afbildningen).
Vis dernzst, at E kan gives en differentiabel struktur, s&-
ledes at

hat Uex EF —>E

er en diffeomorfi pd sit billede VY€ .
Vis s&, at der findes en veldefineret differentiabel afbild-
ning ar:E-——B, siledes at

hy (UAE®) =" (Un) Yael |

og sdledes at fglgende diagram kommuterer Yee!':

i} hy -1
Ux BN s 7 (Uy)
PTCJw 'V|“_1(Ubu)
Ue

Vis dermed, at g =(E, " ,B) er et m-dimensicnalt differentiabelt
Uy, Yo el

vektorbundt med hg som trivialisering af .5

Opgave_1l9. Vis, at RP‘f er diffeomorf med 81.

Vis, at bundtet i1 exempel 6.25 er =kvivalent med % 1.
]
Overve] bemazrkningen efter exempel 6.25 (der krzves ikke bevis

for den fgrste pastand).
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I appendix 2 har vi konstrueret cn razkke funktorer i katego-
rien af vektorrum over et legeme k, f.eks. Ti, T; og /\;. I
kategorien af endeligt dimensionale reelle vektorrum er disse
funktorer, som vi skal se, differentiable funktorer (definition
7.1)., Ifglge et alment princip formuleret af J. Miln.r (Der Ring
der Vektorraumbiindel eines topologischen Raumes, Bonn 1959) indu-
cerer enhver differentiabel funktor en tilsvarende operation i
kategorien af differentiable vektorbundter. Formdlet med denne
paragraf er at beskrive dette princip og anvende det til konstruktion
af covariante og contravariante tensor bundter samt bundter af
ydre former.,

Wotat]on. Betegnelsen vektorrum stdr i det fglgende for et
endeligt dlmensionalt reelt vektorrum medmindre andet udtrykkeligt
f'remhzeves.,

Kategorien af endeligt dimensionale reelle vektorrum vil vi

betegne ned d’

Bemerkning., Som bekendt kan ethvert n-dimensionalt reclt

vektorrum V p& naturlig mide gives struktur som en n-dimensio-
nal differentiabel mangfoldighed,

Hvis {ej,...,e g er en basis for V, og (uy,...,u) € EY
er standard koordinaterne pa ER , kan vi definere et kort
pi B ——V p& V ved fastsattelsen

x(ug,yee,uy) =)—; u; ey V(u1,...,un) € E°,
Man efterviser let, at 2 baser i V giver fordragelige kort
pd V, og vi har derfor defineret en differentiabel struktur pa
V.
N&r et vektorrum i det fglgende betragtes som differentiabel
mangfoldighed, c¢r det med denne differentiable struktur,
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Lad nu © vzre en funktor i kategorien Cyw; og betragt 2
vektorrum V cg W i Z}’.
i) Hvis oC er covariant, far vi en afbildning

L (V;0) — L (x(V) 5 X (W))

defineret ved fastszttelsen

F el (VW) 7 NMex(F) € (V)5 X(W))

ii) Hvis & er contravariant, far vi en éfbildning

K (Vi) —>& (o (W) 3 (V)

defineret ved fastszttelsen

F e gl 7 ot(F) el X (W) ;e (V).

Definition 7.1. En funktor £ 1 Zy/kaldes for en differen-
tiabel funktor, hvis ovenstidende afbildninger under i) eller ii)
er differentiable for ethvert valg af vektorrum V og W 1 Zj%

Vi vil senere verificere, at funktorerne To, T* og Ax 1
Zﬁhlle er differentiable funktorer,

Det princip, vi nu skal verificere, siger kort fglgende:

Hvis man anvender en differentiabel funktor <{ pi alle fibre-
ne i et differentiabelt vektorbundt .§ over B, opstar et nyt
differentiabelt vektorbundt o (§) over B.

Lad alts? ¥ = (E,7, B) vare et differentiabelt vektor-
bundt, og lad < vzre en differentiabel funktor i ﬁ/

Lad
E =7""(x)

X
vere .fiberet over x € B, og betragt mezngden

oK (E) = \_{3 ((E, ) (disjunkt forening).
X



Definer endvidere afbildningen
7r: «(E) —B
ved fastsattelsen v € oc(Ex) ~~wx € B,

Vi har hermed defineret en trippel

H(E) = (X(E), 7,B).

Idet ovenstdende notation benyttes gzlder fglgende satning:

Sgtning 7.2. Der findes en differentiabel struktur pd o((E),
siledes at triplen X (F) = (X(E), 77B) er et differentiabelt
vektorbundt, og sdledes at X (&) | U er triviel, hvis El U er
triviel for en aben delmzngde U af B,

I beviset for denne sztning far vi brug for en simpel genera-
lisation af lemma 6.10. Denne generalisaticn er et kKorollar til:

Lemma_ 7.3, Lad M vare en differentiabel mangfoldighed, og

lag V og W vzre endelig dimensionale reelle vektorrunm,
Antag,at afbildningerne

F:MxV—>u og @ik -—>L(V;W
er forbundet ved kravet

Px)(v) = ?(x,v) Vx e M, Vverv.

53 gelder, at @ er differentiabel hvis og kun hvis ¢ er
differentiabel,

Korollar 7.4. Lad M vere en differentiabel mangfoldighed
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Antag, at afbildningerne

P uxv—>V og Fi—>GIW)

er forbundet ved kravet

Plx)(v) = 4?(x,v) Vx €M, Vv gV,

Sa gzlder, at @- er differentiabel hvis og kun hvis ¢ er
differentiabel,

Bevis for lemma 7.3.

Lad {61 ,...,enj og ff1 yoonsfy } vere baser for henholdsvis
G V og W,

Hatrixbeskrivelsen af @ (x) Yx € M giver os afbildningerne

51911:1‘4 ———— E1

ha *

for i=1,...,m o0g Jj=1,...yn

fastlagt ved, at’

Cf’(x)(ej}
VXEI\EQ Vj=1,....,n.

Pr. definition af den differentiable struktur pi Cz?(V;W)
gelder:

@(XE) En_l_ (x)f

(*) ¢ differentiabel hvis og kun hvis 51913 differentiable
II'- fOI’ i-_--‘i,.oo,m Og j =1’uoo,no
Den differentiable struktur pa V er fastlagt ved bijektionen:

My

(u»Ijlo.,un) Eanm‘f= U..G. EV.

j=1 4
Vi finder nu:

m n
@(x,v) = E: ¢ ;‘;—:?ij(x)uj)fi Vx em, Vv ev,
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Heraf aflzser man (overvej dette):

(%) @differentiabcl hvis og kun hvis cPij differentiable for
i=1’...3m Og j=1?|n-9n-
Sammenholder man (*) og (**) fAs beviset for lemma 7.3.

Beviset fglger ved at bemzrke, at GMUV) er en &ben delmzngdc
af éC(V;V) og netop har sin differentiable struktur fastlagt her-
ved (gennemfgr beviset).

Bemnerkningen om G fglger ved at betragte determinant af-
bildningen

det: FL(V;V) —>E'

og observere, at (r1(V) = det™ (E'~ o).

Bevis for setning 7.2.

Vi gennemfgrer beviset i tilfeldet, hvor o er en covariant
funktor i 7.

intap endvidere, at Erer et m-dimensjionalt differentiabelt
vektoropundt,

Betragt nu en 4ben delmengde U af B, si& §| U er triviel
med trivialisering h: U x EF —o 7~ (U). h er en diffeomorfi,
cg afbildningen

. o]
h: E' —>E =7 (x)
defineret ved fastsmttelsen
h (v) = hix,v) Vv e g1

er en isomorfi Vx € U,
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Funktoren <o giver nu P’x € U en isomorfi (hvorfor?)
K (n): (BN — X(E)).
Disse isomorficer stykker sammen til en afbildning
. Em so=T oy
K (n): U x (E") —> 7 (U)
defineret ved fastszttelsen

K(h) | x x (E") = L(n)  Vx e U

Vi har dermed fra det kommutative diagram

h

U x BV > 7 (W)

]ij. |
A

[

konstrreret et nyt kommutativt diagram

U x (B —-9_<-(l‘-)—-—>17"1 (U)
\
rov. i
s J\\_J
U

s8ledes at o (h) afbilder x x'o<(Em) isomorft pa o((Ex). Heraf
fglger specielt, at o((h) er bijektiv,

Betragt dernest 2 8bne delmzngder U og 0O af B, s&

. §| U og ,§| 0 er trivielle med trivialiseringer henholdsvis h
og k.

Vi vil nu vise, at
L&) Tk () (U A0) xol(E") —=>(U n 0) x o (EM)

cr differentiabel,
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Dertil betragter vi fgrst afbildningen
k~Th: (UA0) x B —(U ~n0) x B,

Da h og k er diffecomorfier, er k"1h en diffeomorfi.
Idet k'1h afbilder fibre isomorft pd sig sclv, findes afbild-
ninger

@: (UnO)xEm--—-)Em

og
@: U A0 —>6UED,

sjledes at

K 'n = (proj.,@)
Px)(v) = @(x,v) Vxeuno, Vves

La A(k)" ¢ (n) 1ligeledes afbilder fibre isomorft pi sig
selv, findes afbiidninger

Y: WA0) x o (BT —>o(E™)
OF
w: UNO —>G1(x (E™)),

s&ledes at -

(1) X (h) = (proj., Y

og Sa

W) () =Y, w) Pxeuno, Vwe<EY,

Vi bemzrker nu, at

Px) = kI n

K t/xen'no

og dernecst,at
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Wix) =ollk ) X () = (e, ) X)) = Kk, 'n)
= xX(P(x))

for ethvert x € U N0,
Da X er en differentiabel funktor, slutter vi heraf, at
W er differentiabel, ndr ¢ er differcntiabel (overvej dette).
Fglgende rzkke af slutninger viser sa, at o<(k)'1o<(h) er
differentiabel:

h og k diff. =>k™ 'h diff.

== @ aizs.
= @ diff. (korr. 7.4)
::::ry)diff. ( e diff, funktor)

‘—‘Z}Vdiff (Korr, 7.4)
== K (&)" ' (n) diff,

Vi kan nu pd naturliz mAde konstruere en differentiabel struk-
tur pd K (E),
Antag dertil, at dime¢(E") = k, og at B er en n-dimensio-
nal differentiabel mangfoldighed.
Kortene pd o (E) vil vi konstruere ud fra kort x: D € E'->B
pd B, s& E| x (D) er triviel med trivialisering
n: x(D) x E' — 77 (x(D)).

En sddan trivialisering giver en afbildning
ol (h): x(D) > o {E®) —> 7 (x(D)) .
Lad nu
0: Ef —> (&™)

vere en fast isomorfi (jovnfgr antagelsen),
Vi far s& en afbildaing

z=o<(h) o (x ¥8): D XEk_-)Tr—"'1(zc_(D)).
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er klart en 1-1-tydig afbildning defineret p& en aben mengde
D » EY 1 BME,

Vi gnsker at definere den differentiable strukiur pa «<(E) v,

e

hj.a. kort af typen %.
Da vi kan overdskkc oK (E) med siddanne kort (hvorfor?), skal
vi ifglge definition 1.2 blot vise, at 2 kort X og ¥ pa &(E)

overlapper glat.
Antag altsa, at

¥= oo (yxo): Cx B (x(E))
er apstdet fra kortet y: C € B ——B pad B med trivialisering
x af &] y(0).
Da bdde e« (h) og (k) afbilder fiberet over et punkt pad
det tilsvarende fiber over samme punkt, fglger det straks, at

Yo « B A e~ B9 = &) A y(0) x EF

e e PP K ~ K ~1 k
STE(D x BN A F(C x EY)) =y (x(D) » yx(C)) X E.

Disse mengder or abne i En+k9 idet x og y overlapper glat pd B.
Vi betragter nu

1% 2 (v x 600 o () (x ¥ ©)

=g

~ -
e

1 1

Yo (7 x 9 ) (1) (x X 0).

<

Da vi har set, at o (k) og o&(h) overlapper differentiabelt,
og x og Yy er diffeomorficr fra henholdsvis D og C <€il deres
e ]

billeder i B, fglger det fra disse udtryk, at Y'Y or ¥7'%
er differentiabi» afbildninger,
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--—"‘M\h -
D e ~ «(E) =N
2] NS -
1 4 !
; ( 5 |4
4 ¢ 5 4
: Z =

)kz
\/

Kortene af type 3{ udggr sdledes et (n+k)-dimensionalt del-at-~
las pd = (E), og bestemmer derved en differentiabel struktur pa

X {E). Dette er den sggte struktur.
Dz en isomorfi af Ek pd sig selv er en diffeomorfi, indser man

let (ggr det), at 2 kort p4d <X(E), som er konstrueret v.hj.a. 2 for.
skellige isomorfier ©: EF-——->¢x(Em), overlapper differentiabhelt.

Den differentiable struktur pé <o (E) afhznger sdledcs ikke af

isomorfien ©,.
Af figur 16 eller det tilsvarende diagram fremgir umiddelbart,

at
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hlot er projektionen
proj.: D ¥ Ef ——D,

.

Dette viser, at @ er en differentiabel arbildning, nér
ol (E) har ovenstiende differentizble struictur (hvorfor?),

Betragt nu en vilkarlig aben delmzngde U af B si §| U
er triviel med trivialisering h. Vi har altsa diagromnmet

h 3 7/‘"1(U)
ya

ad [

2/

hver b er en diffeomorfi, og hX cr 2n isomorfi b’x €U,

X T

2\

P

Hertil f&r vi som tidligere knyttet diagrammet

17 ’(O((Em) _ X (h) >'i,71’--'|

()

hvor & () | x x xX(EM = O((hx) V'« e u,

Da T specielt er kontinuert, or 7‘?"1 (U) € «(E) , en &ben
delmpngde 1 topologicen p& ¢< (E) bestemt af den differentiable
struktur pd o< (E) (sztning 1.13).

Vi skal nu visc, at o< (i) =r en diffcomorfi af U » o< (E")
pa denne Abne delmzngde af o< (E),

Dette viser vi ved at betragte kort x: DE E' —>B pa B,
siledes at x(D) € U, For sidanne kort pd B giver h | x(D) x =
en trivialisering af Ei x(D), og til disse trivialiseringer kan
vi ¥nytte kort 2’ pd x(EB), Vi fir nu:

%o ol(n)e (xx8) = (x'x 8 1) e X (0o (h) ¢ (x x 8)

<

B TD x Rlce
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Dette viser, at o (h) ecr en diffcomorfi (hvorfor?).

Da c((hx) cr en isomorfi Y x €U, 6: it s X (E*)  er en
isomorfi, og, som vi lige har sct, o((h) cr en diffeomorfi, fglger
det, at afbildningen

T aot(n) o (iyx 8): Ux E*—>F (V)

siver on trivialisering af (&) | U.

Alle ovenstaende overvejelser snelier nu scmmen 1 udasagnet:
< (E) er et diffcrentiabelt vektorbundt,

Under beviset har vi c¢ndvidere set, at enhver lokal triviali-
sering ar § giver on tilsvarcnde lokal trivialisering af X (E) .
Dermed har vi bevist sztning 7.2.

Opgave 1. Overvej beviset for sztning 7.2, ndr X er en con-

travariant funktor.

Vi vil nu undersgge de funkt-rlclle egenskaber ved ovenstiende
Ironstruktion.

Laed dertil & = (E, 7, B) og ‘§‘ = (E', ¢',B) vare 2 diffe-
rentiable vektorbundter med samme basis rum, of lad

f= (1gfg): & —>F'

vere en bundt afbildning med den identiske afbildning mellcm basis
rummene ,
Vi nar altsi fglgende konmutative diagram

e
L=

B ey T
[

¥>\u M/ﬁ;
&

" - A FFaren i a1 afbi o " — R 1
nvor f er en differentiabel afbildning, og (fp), fp|E B —E;
er linemr V x € B,
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Hvis <X er en covariant differentiabel funktor, fir vi til

f knyttet en afbildning

E
X (£5): o (B) —> o< (E")

defineret ved fastsazttelsen

L (£) | K(E) = o(({f5),) Yx € B.

A (fy) 1indgdr i fglgende kommutative diagram

X (£p)
X (E) > X(B')

5

Da o((f ) pr. konstruktion er linezr p& hvert fiber, idet
o er en funktor i kategorien Z?f skal vi blot vise, at oX(fy)
er differcntiabel for at slutte, at

SUE) = (g, (£5)) tex () —> X (E")

er en bundt afbildning.

Hvis ol er en contravariant differentiabel funktor, fir vi
p4d tilsvarende mdde det kommutative diagram

X (fg)
o( (E) <L——~*-—-' o (E'

\%'

hvor o((fE) er defineret ved fastsmttelsen

o (£g) [l (B1) = o ((£).) Vx e B
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Vi skal igen blot vise, at oX (fy) er differentiabel for
at slutte, at

K (E) = (g, ollfg)): K(EY) —> A (F)

er en bundt afbildning.

Sztning 7.5. Hvis f = (‘IB,fE): f——% g' er en bundt afbild-
ning, og o er en differentiabel funktor, er

X () = (g, X(£p)): KA ()¢ (&)
eller

X () = (1, (£)) i X (E}) — (£,

svarende til oK covariant eller contravariant, en bundt afbildning.
Bevis. Antag, at &£ har dimensionen m og £ ' dimensionen

Vi undersgger tiifeldet, hvor o er en covariant funktor.

Betragt nu 8bne delmsngder U af B s& §| U og E' U er
trivielle med trivialiseringer henholdsvis h og k.

Hertil svarer afbildninger

X (h): U X (B —s 71 )

og
oL (k) U % o(ED) —s 71 (1),

Da o (h) og &X(k) er diffeomorfier (bevist i satning 7.2),
behgver vi blot at vise, at

K (K)o ol (£y) o Ok (h): U X o((E") —3U x o (E%)

er differentiabel for at have bevist satning 7.5 i tilfzldet of co-
variant,
Vi gdr frem som i beviserne for sztning 6.9 og setning 7.2.
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Afbildningen
ke fpo h: UxE — U x B
ar bestemt fuldstazndigt af en afbildning
@: U-——*G{(Em,- EY),
sdledes at
(k1o fpe WY = (6, @) Vx €U, Yy e
Tilsvarende findes en afbildning
y: U—> L (X (ED; (M),

sdledes at

K ()T o o (£) o o (B(x,w)=(x, w(x) (W) fxeU, Ywex(EM.
B |4

Fra den fibervise definition af afbildningerne &(h), o (k)
og < (fy) fglger, at

wx) =o' o X ((£p),) @ X(ny)
-1
:=¢’{(kx ° (fE)x ° hx)
= (P (x))

for ethvert x € U.
V.hj.a. lemma 7.3 slutter man (ggr dette):

k-1

o on h diff.{::}fﬂdiff.
og

K)o () ° o () diff & paife.

Idet o er en diffentiabel funktor, fglger fra ligningen
Px) =X (P(x)) VxeU, at

@ diff = pdiff.
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Da k™ o fpe h er differentiabel, fplger sa straks, at
K ()™ ¢ X(fp) @ o< (h) er differentiabel.

Dette beviser sztning 7.5 for X covariant, Tilfzidet &K
contravariant bevises tilsvarende.

Lad niu B vere en fastholdt differentiabel mangfoldighed.

Vad kategorien af differentiablc vektor bundter over B vil vi
forsti den kategori, hvis objekter ar differentiable vektorbundter
& = (E,7,B) over B, og hvis morfier er bundt afbildninger
£ = (g, fp): & —> &',

Det er let at indse, at vi virkelig har beskrevet en kategori
(overvej dette).

Smtningerne 7.2 og 7.5 kan nu sammenfattes i fglgende sztning

Setniag 7.6, En differentiabel funktor o inducerer for en-
hver differentiabel mangfoldighed B cn funktor af samme varians
som ol 1 kategorien af differentiable vektorbundter over B.

Opgave 2. Bevis satning 7.6.

I opgaverne 3 og 4 behandles spgrgsmil vedrgrende konstruktione:
af en bundt afbildning o (f) svarende til en bundt afbildning
f = {fg,fg), nar vi ikke forlanger, at fB - skal vere en identisk
afbildning. Hvis o{ er en covariant differentiabel funktor behgves
ingen bind pd fg. Hvis o{ er contravariant, mi - vi ngdvendigvis
forlange, at fp er en diffeomorfi.

Opgave_ 3. Lad cf. vere en covariant differentiabel funktor,

£ = (fg,fp): & —> &'

vere en vilkdrlig bundt afbildning.
Vis, at der findes en bundt afbildning

K(£) = (£, K(F)) i (§) —> X (£1).
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Vis, at & herved inducerer en covariant funktor i kategorien
af differentiable vektorbundter.

Opgave 4. Lad X vare en contravariant differentiabel funk-

tor, og lad

£ = (fg,fp):§ —>&!
bundt
vere enafbildning , hvor fp er en diffeomorfi, .

Vis, at der findes en bundt aftildning

() = (£5', lEp)) i (1) —> o (¥).
Beskriv en kategori siledes, at ovenstiende konstruktion
bliver en contravariant funktor i denne kategori.,

I det fglgende skal vi betragte en rzkke exempler pd differen-
tiable funktorer, der alle har stor betydning i differential geometrien

I disse exempler er V og W henholdsvis et n-dimensionalt
oz et m-dimensionalt reelt vektorrum, Antag endvidere, at
{61,...,en}- er en basis for V med tilhgrende dual basis
{9*1,...,e*9} for V¥, og at {f1,...,fm“§ er en basis for W
med tilhgrende dual basis if*1,...,f*m.} for W,

Exempel 7,7, Funktoren Tﬁ for r 2> 1.
Vi skal bevise, at afbildningen

Fel (Vi W) 7 YIL(R) € LTV TEW)

er differentiabel.

Vi vil vise dette ved at satte de 2 afbildningsrum i forbin-
delse med euklidiske rum via matrixbeskrivelse af linezre afbild-
ninger,
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Dertil bruger vi i TR(V) basen

9., 1< jiuead, < n
{ eJ1 err I = J1 Jr = n }
og i TL(W) basen

{fi1s...efir | 1 iy, €m},

Matrixbeskrivelse giver nu de 1-1-tydige korrespondancer

F Eo'f(V; W) 4——-—>{a§} e ghR

i i r._r
T qeee rg N en
G € Of(ﬁ(V),T*(W))Hfbj1 L SEE
hvor
) = S ale,
B(ej) = 2 anl
Og i1..‘ir
G(e- 9."Sej ) = Z b° 2 f' evulef' .
41 T iy, dgm dpeeedp 1y 1.

I EP'? angiver p antallet af rakker og q antallet af
sgjler i matricerne,
Afbildning F f’ﬁvTﬁ(F) svarer nu 1 koordinatsystemerne givet
ved ovenstiende korrespondancertil en afbildning
o
BN ——s g N
Nir man bemsmrker, at

To(F) (e, 9,..8,
* e']T eJr) =3 F(ej’,)goooeF(ejr)

indser man let, at denne afbildning er beskrevet ved
. i i r. r
jasb e EF R~ I‘a.1...a.r§e E" T,
Da dennc afbildning trivielt er differentiabel, har vi bevist,
at den forelagte afbildning er differentiabel, og dermed, at Tﬁ
er en differentiabel funktor.
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Lxempel 7.8. Funktoron T¥.

e o e ik g e 0

Vi skal bevise, at afbildningen
P el mNTE) & L (HD; THY))

ar differentiabel.
Det bemzrkes, at T*(V) = V%, T?(W) = W* og at T%#(F) = F*

¢r den duale afbildning hgrende til r,
Vi benytter igen matrixbeskrivelse af de linemre afbildninger,
Derved far vi de 1-1-tydige kKorrespondencer

F e Z(V;W) e——> {aij} e

G € & W*, V) e s ok} e zpem

hvor

L. X S |
) = P G(r**) = > **
F(eJ) %;1 ayf; og (£*™) - bie
Bermzrk, at i den traditionelle opstilling af cn matrix har {a%
gvre index som rakke index 0g nedre index som sgjle index, medens
fbf}'har nedre index som razkke index Og ¢vre index som sgjle index.

Vi finder nu
by = ey Fx(rxd) > o <Fley), 49> = aj.

Koordinatfremstillingen af afbildningen F ~"NF* pliver
derfor

i g J s °m
{aj} € B /-\‘“{ai} € B
Da denne afbildning er differentiabel, har vi bevist, at den

forelagte afbildning er differentiabel, og dermed, at Tf er en
differentiabel funktor,
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Exempel _7.9. Funktoren /\;ﬁ for r 21,
Vi skal vise, at afbildningon

F e LV;W) ~~~ A*(F) L INLOD ; AR

er differentiabel.

Hvis r > min(n,m) er mindst et af vektorrummene AX(V) og

A ?(W) nul-vektcrrummet (Appendix 2 side A 2.43). Deraf fglger,
at cf(/‘ ;(W);/\;(V)) er nul-vektorrummet og altsi som mangfoldig-
hed blot et punkt (en O-dimensional differentiabel mangfoldighed),
Idet enhver afbildning fra eller til en O-dimensional differen-

tiabel mangfoldighed er differentiabel, er den forelagte afbild-
ning differentiabel 1 dette tilfelde,

Antag nu, at r <min(n,m).
g & P

Vi vil igen benytte matrixbeskrivelse af de linezre afbildninge
Dertil benytter vi i /\;,‘(V) basen

i wl
og 1 A ¥(W) basen

i

j j
£ oag®r | 1€ 31< <4y Suf ‘

Matrixbeskrivelse giver de 1-1-tydige korrespondencer

F Eo‘f(V;W) < > -fag'& € gB'0
k000 () (m)
G tof(/\ ;(TAI).;/\;*(V))<——>fni1”.i:}e EFTOT
. 2 j1"'jr .
hvor index pa bi i er underkastet betingelserne
J:I..- r

1 giT< cee<i < o0g 1% j1<...<jr§m.
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Matricerne er bestemt ved ligningernc

Fle,) = 1if

J i=1 J

oS
. *J Jaeeeld i %1
G(f 1/\ cee AT I')= ;: b L T e 1/\ .one T

: . 1 .00l
1£11(...<1r§n 1 r

i

for 1< j;<...<i,<m,

Koordinatbeskrivelsen af afbildningen F /"N/\ “’r"(F) bliver
¢n afbildning

gR R m-—-)E@)'@) .

Vi skal finde denne afbildning,
Dertil bemmrker vi, at
J1

J % J
MAEE A AT 2 T A L AR

og
%3 n_ o sl
Fe(r l':) = > a.ke k.
i
k
Benytter man nu, at A er pultilinezr og alternesrende, indser

man let, at AXEE A Lo A™T) bliver en sum af led af typen

J J 1
ai1 595 air S ION
611) 6(xr)

hvor 1 € 1,<... <i, <n og G S

i
Ae* 6‘(1‘),

Da

i i i
e* GTT)A *+1 *=q

i
*
Ae G(r)zsign@-c A .. Ac

slutter vi si, at koordinathiuskrivelsen af F f‘W/\;(F) er af-
bildningen

'lai} e gD «fbh‘]rg . fg)(g)?

g r

J]...l
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wvor

j .-oj j
bi1 ir = Z S+gn6\ al .air
1477 GES 6(1) S(r)

for 1§i1<...<ir§n og 1< i< i, < m,

L

Da denne afbildning klart er differentiabel, kar vi bevist,
at den forelagte afblidning cr diffcrentiabel, og dermed, at
/\? er an differentiabel funktor.

Opgave 5. Vis, at Tp oz AL for r>1 er differentiable
funktorer.

Hvis vi envender de differentiable funktorer Ti, T; og
/\; rd fibrene i ot vilkirligt differentiabelt vektorbundt, far
vi ifglge sztning 7.2 nye differentiable vektorbundter.

En rzkke bundter af stor betydning i differential geometrien
cpstar ved at anvende disse funktorer pi tangentbundter.

I det fglverde er M" derfor en n~dimensional differentia-
cel mangfoldighed med tanpenthbundt

T = (T(M), Ty, M0 .

Inden vi anvender diffcrentiable fuaktorer pd T(M), geén-
knlder vi visse egenskober ved dette bundt.

Hvis x: D & EM —M  er et kort pd M med koordinater
(uyy.evyu ) €D, giver de n lokale vektorfelter x

_11 ,-."_u
en trivialisering af T(M) | x(D). Vi har altsa f¢1gende xommtt-

tative diagram x(D)= E™* ___.__>qr -7 x(D))

&l \xw)/m

hver h er diffeomorfien gzivet ved

.1 !
h(g(u1,...,nn),(u ,...,tn))=§iltzgﬁ‘(u1,...,un)
1= 1 :

i 1 ,
I,'/(u“...,un) e D og V(t1,...,t7) € E°,
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For ot leseren i det fzlgende kan drage visse anaiogier, bo-

merker vi endvidere, at hvis § ©13++03¢, } er standard basen i
E®, afbilder h tvaersnittet

P Elz(D)-———*(g,ei) € x(D) s B!

i det trivielle bundt over x(D) pi tvarsnittet z, i
M) | x(D). )

Anvender vi funktoren T p& T(M), fir vi det sixaldte
duale tangentbundt for M. TFor dette bruger vi betegnelsen

T = (T*(M), Ty, 10
Vi bemarker, at

T*(M) = () (T M)*,
peM b

For det dualc tangentrum (TpM)* i__p €M bruger man ofte
betegnelcen TgM. Pr. definition har vi altsa TgM = (TbM)*.

En vektor i T;M kaldes i tensor regning for en covariant
vektor i p € M. Man mpgder ogsid hyppigt betegnelsen en 1-form i

P EM. Den sidste betegnslse retferdigggres af, at T? =A¥.
For vektorer 1 T#M  vil wvi bruge symboler som ci '}p.

p P

Sem sedvanlig, ndr vi har a2t ggre med et reelt vecktorrun og
dets tilhgrende duale rum, har vi en bilincmr afbildning

<.,.> : TpM YT;S ol -——~>ET.

i € T L € T¥4 : X 2rdien - 5 .
Hvis X, U wy € T¥L cr < p,LLb:> vardien af w., ph Xp

o

Lad nu f: U--———~-->ET vere en re:zl differentiabel funktion
defineret pd en aben omugn U  af D €M (med nolationen pi sids
13: £ € F(M,p)),
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f giver anledning til cn covariant vektor dfp (cller df(p))
i p &€ M kaldet differentialet af 1 p.Da afbildningen

r = m by "1
X, € TM 7VX [f] e B

er linemr (lemma 2.12), koan vi defincre af . ved fastsmttelsen
(xp,dfp> = X, [£] W% & ©M,

Vi har tidligere brugt betegnelsen differcntialet af £ i
P €M for den Ilineare afbiidning
Tapt

ot T —>Tp i

Hvad er forbindelscn mellem dfp og fy *p ?

FPor at fad svaret pi dettc spgrgsndl betragter vi standard ko-
ordinatsystemet x = 1_1'E ’uétj jot:1 E1 med den cnkelte koor-
dinat wu € E1. Enhver™ tangentvektor i Tf(P)E1 kan nu entydigt
skrives p& formen tex (f(p)), hvor t er et reclt tal. Hvis
Xp € TpM findes altsa et entydigt bestemt reelt tal t, saledes
at

(X_ ) = tex (f\D))

Anvender vi denne ligning pa k koordinatafbildningen .
u € b TRy & ET, altsd 1 15 hgrende til koordinatsystemet x
jo! g y Tinder vi: E

ct
It

£ (x, (£ p))[1 .

€-x,(£())) [1 ;] (lemma 2.12)
xp (%) [1 4]

§)[11f] (s2tning 3.5)

% (]

=<xp,dfp>.

]
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Vi har hermed vist, at

Pap(X) = <X ,d8 3 x (£(p)) Vx, € T

*p

eller anderledes udtrykt

fap = <-,dfp> x,(£(p)).

Denne ligning etablerer on kanonisk 1-i-tydig korrespondence
mellem og df . Dette retfardigggr den fzlles betegnelse
differentialet af f 1 p € M,

Nir f£: U—E' kan vi til ethvert p € U knytte af T,

f giver siledes anledning til et tvarsnit
af: U ~>Ty' (U) € (W)

i 7*) | U, hvis vagdi 4 p € U netop er df ) < T¥M,

Lad nu x: D€ E' —> M vare et koordinatsystem pA M med
kaordinater (u1,...,un) € D,

Svarende til kortet x har vi de n koordinatfunktioner

?E: gg_(D)----«-)E1 for i=1,...yn

defineret ved fastszttelsen

-

fi o)) =u;  Yug,..,u) €D,

Af naturlige grunde bruger vi betegnelsen du; for differen-
tialet af @.. Pr, definition har vi altsa

1 =d¢j fOI‘ i=1-’-'.,nl

Differentialet af den i'ts koordinatfunktion i ,;(u1,...,un)
€ x(D) Dbetegner vi med dui(u1,...,un).
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Som en konseckvens af vore definitioner fir vi uniddelbart:

<5uj(u1,...,un),dui(u1,...,un)> = J_C,uj [6}91] =Jij

Vi,j - 1,-..,1’1 Og V(u1,|.05un) c D.

Heraf fremgdr, at tvsrsnittene Agyeeeydu, 1 7*00) [x(D)
1 hvert dualt tangentrum over x(D) nctop giver den duale basigs
til basen i dst Lilsvarende tangentrum dbf¢nerbt af tvarsnittene

;cu_],...,_}gun L TaD |x(Dy .

Med denne observation til sin rddizhed kan men indse, ot tver-
snittene du1,...,dun er differentiable.

Vi beviser dette siledes:

Fro diagrammet

x(D) x BBy =1 ()

x (D)
hvor U = x(D) og
hvor h  er den sadvanlige diffeomorfi givet ved tvorsnittenc -

Xy veerXy, * TO)[x(D), fir vi ved anvendelss af funktoren %
dc% kommtdtive diagram:

x(D) x (ﬁ)*«iﬁ)— Ty Ty
?‘”& /r4
x(0)

Den differentiable struiztur p& T*(M) or notop konstrueret,
s Tf(h) bliver eon diffeomorfi.
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Da tversnittence

EEx

—~
=
P
o
~

i dot trivielle bundt over x(D) ved h afbilder p& tvmrsnitrc.
e _u i T Ix(D), of "‘*(h)IT*(M) = ¥, Vp € x(D), kan

an irdse (ggr dette), at +v;rs ltUOFL du, 3 T*(4) 1x(D)
(h) afblldes pd tvarsnittene

o

.

£

Ve

p € x(D) —(p,0*) € x(D) x (F)=*

i bundtet (x(D) x (fn)*, proj., x(D)).
ie 3eeey0¥ } er den duale basis til standard bacen
{01,00.1"&.!1} fOI‘ n.n..

Jo disse sidste tvarsnit trivielt er differentiable,
¢r en diffeomorfi, fpiger det, at

tvarsnittene
T*(M) |x(D)  er diffsrentiable.

Ja Ta= -
U.l.la' ) ,auo.n s

De. de samtidig giver en basis for hver: fiber, definerecrde
differentiablc twersnit

uu1,...,dun ifglge satning 5,19

on trivi-
alisering af 7*(M)|x(D).
Vi kan nu ogsd angive en rokke pene kort P& T¥(4), Hvia
% D<C Eh M er ot kort ra M, svarer hertil ot kort ni * (M)
nemlig
X: D % B — (M)
defineret ved fastsmttclsen
» n
;(uT,...,un,tT,...,tn) = S - by edu, (aa,...,un)
e
V’011,...,un) €D op kf(fT,...,t ) € B,
ﬁgg§§=j=lgu Lod W wvare ot tvarsnit i 77 *(K) of lad
x: DC it Y vare

et kort pa M, 83 findeos der entydigt
testemte reelle funkticner

1
ay D > for i =1,,..,n,



n
W (x(ay,ee.,u)) §::a (
EAEEELY £
for cthvert (u1,...,un) ¢ D,
Bevis,. Fglger stroks af,
T*(M) |x(D) giver en basis i
Funictioncerne Qqyeee;y,
over x(D) af tversnittet v
Vi stiler mod en sotning
tversnit 1 7 *(M), Fgrst ggr v
intag, at X er et vekto

(X er altsd et tversnit i

T*(M) |u.

82 kan vi defincrc

w

ved fastsattelsen

<X, wDp) = (xp

Vi har altsad pd naturlig i

til tversnit 41 T MM IT on

=

T

&t tvzrsni

af fglgend

Swining 7.11.

hvis og kun hvis con

,
TM % T# —>E
o

ordinatfremstilliing af

iy
-k

141’1..,11],1)(111 (1.11’...,-& )

at tvoarsnittone
hveri

du‘],‘..,d% i

fiber over x(D),

Kaldos for koordinatfunk:tionernc
i 7% .

vedrgrende differentiabilitet
i imidiertid =n alwmen bomerkning .

rfclt over en dben delmungde Uci

Ta)]T), og at w cr e: Lversnit i
¢n reel  afbildning

aJ."

Vp € T,

awp>

n2de udvidet

Ve

in

M

7T#*(M) U,

A

t wi T*(H)

¢ akvivalente b

diffzrontiabel

w  er koordinatfunk-

fyldu:
D,)  w M —> T*(M)
D2) I enhver koo
ticnerne diffcrentiable,
33) Afbildningen <X, w|UD>

for ethvert differen

tiapclt veolz

U —ﬂ4>Iﬂ er differentiabel

torlelt U - M.,

i)

s
Fi9

den bilinemre afbildning



Bevis,., Betingelse 131) er dsfinitioncr 2 ot dilfsronticbelt
tvarsnit (Cefinition €.12}),
D )‘='-'="D Y. Betragtes et kort x: DC B —>M pa M oi: dot
—|+p-——- e =
. ~J Q A e -
siizvarende kert X pd T, far vi
% w x( )=( 4 1) ne
x UJXU.1,...,'LI L113|-og~tn, LL-‘Igo-oalY‘ ;.n.-)Cl-n ‘-413---,1111))
for ethvort (u.,...,u,) € D

Heraf afloscs skvivelensen af Dy) og D ) skraks.

%]

_]g_az _l fad igen x: DEC EX ~—>M verc et kort pik M.
Lt vektcrfc it X pad x(D) har sd on koordinctfremstilling

n .

X(,}&(u.].,...,un)) =Zlal(u.1gooo,un)%- (u-l,-o-,un)
1= 1

for ethvert (uq;...,0,)
Samtifig har vi:
il

w(;\:.(ud:,-oc,un)) =Z]a' {hq,--.gu,.)dll (M‘I,c--gl )

1=

for ethvert (uq,...,u,) = D.
Da tvazrsnittene Xy of dui or gensiiigt duale, fglgeT s5u,

ot 1
n .
X, wlz(D)> (x(uy;eeepuy )) = Z:' l(up...,un)-ai(u“...,ur‘}
= :

for ethvert (u1,...,un) € D,
1
Antzg v, at D2) er opfyldt. S4 er funktionerne a,:o —>E
o<
aifferentiable Pi = 1,...,n. Hvis X er ct .ilff rentiakelt
vektorfelt pd x{(D), or funktionerne al: D —>E' aiffcrenti-
able Vi = 1,...,n. Fra ovenstdende ligning fAr vi si wmiddciuar.,
at
. - 1
X, wix(D) > x: D —EL
cr differentiabel. Dette viser, at D3) er oplfyldt (overve] dette).
Vi har acrmed set, at D;) =>D3) .
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Antag nu, ot D3) er opfyldt. S& gmlder speciclt, at afbild-
ningen

<z, swlx(d> x: D—>E

or differentiabel Vi =1,...,n.
Da

a; =< w|x(DY x Vi=1,...,n

X -
-1;* 4
fplger s&, at =, or differcntiskel Vi<1,...,n. Dericd
hor vi boevist, at D3)==$Ib).

Nette afsiutter ceviset for satning 7.11.

Bt tversnit w i T*() kaldes for et covoriant vektor-
felt pa M,

For differentiable tversnit wi T*(M) bruges betegnel-
sernc differentiabelt coveriant vektorfelt pd M eller diffe-

rential form af grad 1 pa M,

Vektorrummet af differentizl fTornmer af grad 1 pd M vil vi

betegne med<§a1§M1. (For vektorrumsstrukturen se satning 6.17.)

Mengden af rcelle differentiable funktioner pd M udggr et
vektorram (endog en algebra) under punktvis addition (og multipli-
skal spilie

rollen som vektorrummet af differcntial former af grad O pad K,

betegner vi det med &2 2(M),

katicn) ar funktionsverdier. oo dette vektorrum senere

D3) i sztning 7.11 viser nu, at vi har en afbildning
Lo ¥anxQlan — P,
hvor (X, wD (p) = <X, w,> e N,

Hvis f ¢ é@O(M) og WE 591(M), ken vi definere et tver-
zait fw 1i7T*(M) ved fastscttelson

(rw), = £(p) W, Vo e



Ved f.eks., at betragte koordinatfremstiilingen af ) kin
man let indse, at fw c¢r et differentiavelt Tvarsriv,

Vi har derfer til £ €<9P(M) or we (M) i, thoo
fwe P,

Hvis £ €%°MM) og X € ¥ (M) har vi pi tilcvarende made
defineret f£X ¢ (M),

Idet

<oy >

*n
Pl
(
:

T M X TR ——>F Vs cu
E F
er bilincur, kan uwan nu indse (ggr det), at

KEX + gL, = £+ X, wd + g <Y, w)
og .

<Ky tw+ g3 = £-KKWwD + g <K, %D

for ethvert f,g € G°GD), eothvert X,Y € (M) og ethvert

w; % e ).

Afbildningen
<’7 > : %(M) » 691 (14) "—‘3“(20(1{)

er siledes bilinezmr m.h.t. funktioner i é@o(M).

Betragt nu specielt differentialcet df af en differentiabel
funktion f: U ———>E1.

Hvis x: D¢ E'——>M or ct kort p& M med x(D)NU Ly,
far vi en koordinatfremstilling ai d4f over (D) M T. Trucist
har vi:

n

Af(x(ug50005u,)) =‘§:%ai(u1,...,un)dui(u1,...,un)

1=
=1
for cthvert (uq,;...,w,)) € x (x(D) NU).
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gller anderledes udtryxt:

vy
1}
£
|.J
£
=
|,J
i
v
~~
[
L
ci
[ ]

i=1

Vi kan besterme koordinatfunkticnern: 2. ved at anvinuc
ovenstacnde ligning pd vektorfeltcrne X, .

Vi finder -
It
—_ E - 3] -

(Her bruger vi, at <f-,g> or bilinemr n.h.t. reclle differen-
tizble funktioner.)
Pr, definition af &f far vi nu videre:

S
ar = S 2L aqu,  pa x(D) M.
i=1 Ul e

o
£

=3 _ A (fx)
bu'j_ aul

for i = T,...,0 er differentiable funktioner, vil dette vise

(pr. definition)

(overvej dstte), at  df er et differcntiabelt covariant vektor-

fale.

Vi har nu speciclt indset, at dannelss af differential giver

an afbildning
P  JPINUIG ) §
as (30) (M)
Map indser let (ggr det), 2t & cor linomr, altsd at

Afaf + ' h) = a 4f + b 4

fzr ethvert a,b € F oo cithvert f,g € aao(ﬁ).
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Der gelder eudvidere, at

d(f+g) = g+af + £+dg LVr,5 € S,

Opgave 5. Bevis ovenstaenda forumel.

Opgave 7. Antag, at M er dakket af dbne menglder U ....,U ,

cg ov Ly Ui~"*--—'>E1 er differentiable funktioner, sdledes at
£, - £; er konstant pd U; N Uy V1,3 = 1,000k,

Vis, at der findes en differential form w af grad 1 p& M,
siledes at wl Uy = afy Vi=1,...,i,

Opgave 8. Antag, at M er kurvesammenhzngende.

Vis, at [ € HO(M) er en konstant funktion hvis og kun hvis
afr = 0 (af, =0 € TyM V pemM,

Vi betragter nu til siut skift af koordinater pa M.

Lad altsd x: DC B —aM op y: EC E? ———3M vare kxort pa
¥ med koordinater henholdsvis (u1,...,un) <D og (v1,...,vn} €

Idet dui Og dvi blot er differentialet af de respektive
koordinatfanktioner hgrende til kortene X ©0g ¥ gelder pa

(D) Ny (E)

bl
A,

A 9uy .
3 = ; i =
duy = 2321 575 v V/l I S Ee v o)
js! Vs
1 .
R Z‘m 5; Vi=1,..m.
Precist udtrykt har vi:
-1 noQu.
dui(_X_ Z(V1,...,Vn)) = j_'i av: (VJI-,...,Vn)de(V1,...,Vn)
Og
n V.
-1 L 9V
{ VY = SRt .
dvi\.x _:I‘S-_(u'lgual,unj) - jg‘l auj (U.-],...,un)duj(u‘l_-....,un)

for ethvert (Vi,...,VyJ) ¢ ;{"1(;C_(D) N y(E))

og ethvert (u1,...}u E';f1(£(n) F\I(E)),

n}
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Bemzrk forskellen meliem disse transformaticns recler og rez-

Jernea
= :1’1 ____413\‘" X b/l = n
2 - - et - [EE B
B fET oW Yy
OF

o
n aui 9
pay :Z '5—{;"'_/_;_]1 VJ.:",...,I’I.

Opgave 9. Vis, =t nan v.hj.e. tronsformations reglerne for

du, og av, dirvekte kan kenstruere den differentisble struktur pa
7%(M) . ZXonstrusr dernest 7 ¥(M) direktz (kopier konstruktionen
a2
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FE g
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I denme paragraf skal vi beskzftige os med systemet af
differential former pad en differentiabel mangfoldighed. Regning
med differential former blev sat 1 system 1 begyndelsen af
dette arhundrede af bl.a. H. Poincare, E. Goursat og frem for
alt ¥lie Cartan. Pifferential former har vist sig at vere sar-
deles nyttige for studiet af differentiable mangfoldigheder,
og de indtager en fremtredende plads i den nyeste udvikling af
differential geometrien. )

Lad i det fglgende M vzre en n-dimensional differentia-
bel mangfoldighed.

dfdlAM s R RS SE e e s e

For ethvert helt tal r 2 1 vil vibetragte et differen-
tiabelt vektorbundt )X(M) over M, nemlig bundtet af ydre
r-former over M.

Det omtalte bundt ) #(M) opstdr fra tangentbundtet

(M) = (M), Ty, M) ved at anvende den differentiable funk-
tor /\; (eksempel 7.9) pd alle fibrene 1 7T-(M). Ifglge
Milnor's princip (sztning 7.2) far vi herved et differentiabelt
vektorbundt

XEOD = (AXTOD), 7, M),
hvor

A F(T00) = IQM (T M)

og ‘q-}-"M afbilder /\;(TpM) pd p € M for ethvert p € M.

Lad nu x : DC E?—— M vsre et kort pd M og betragt
trivialiseringen h af 7T°(M)|x(D) bestemt af de lokale vek-
torfelter X. ;ecerX pd x(D). Vi har altsid diagrammet

“U.-] un
x(D) x E° —B 77”&1 (x(D))

™~
proj. Ny t./?rM‘

x(D)



hvor h er diffeomorfien givét ved

h(z(u1,...,un),t1,...,tn) = ii'_i tigui(u1,...,un)

V(ay,..05w) €D og Vel o, th e B

Anvendes den differentiable funktor AX* pd dette dia-
gram, fir vi diagrammet

AZ(n)

ﬂM|

x(D) x AX(EY) € Ty (x(D))

proj.
x(D)

Da h giver en trivialisering af 7T (M)|{x(D), fglger
det fra saztning 7.6, at /\g(h) giver en trivialisering af
A;(M) |x(D). Vi vil nu undersgge denne trivialisering n=zr-
mere.
Idet (u1,...,un) € D Dbetegner koordinaterne hgrende til
kortet x pa M, har vi i §’7 set, at vektorerne

dui(u-l,...,un) for 1= 1,...,n

udggr en basis for det duale tangentrum til M 1 ;(u“...,un)
E M,

For ethvert talset 14y...,1, med 1< i4,...,i.¢n
kan vi s& definere et tversnit

.
duy A ...Aduir : x(D) —> Ty (x(D))

.
i )00 |x(F) ved fastszttelsen

(dui1A Aduir) (uq, ...?un)

= dui1 (u‘l,n.o’lln)A FEC Aduir(u'],aoo’un)

fOI‘ ethveI‘t (u'l 9 ¢824 ) e Dc

u
n

Vi kan bevise, at tvarsnittene dui1/\ N Adui i
i

A;F(M)lK(D) er differentiable pd f#lgende made:

Idet { e1,...,en'; er standard basen for En, har vi tig-

ligere observeret (p. 116), at det "konstante" tvaersnit i det
trivielle n-dimensionale bundt over x{(D) bestemt af basis-
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vektoren e; ved h afbildes p& tversnittet x, 1
i

T (M) |x(D). Heraf fglger (overvej dette), at tvarsnittet

duy A ...Aduir i %D 1x(d) veda AZx(h) afbildes pd

tversnittet
*i *

i
p € x(D) — (p,e Woiiiae e x(D) x /\;(En)
i bundtet
(x(D) x AX(E™), proj.,x(D)).

Da det sidste tversnit trivielt er differentiabelt, og
/\;(h) er en diffeomorfi, fglger det, at tvarsnittet
dug A ... Aduy 1 X ¥ [x(D) er differentiabelt.

1 r

Ladnu 1<r <n.

Betragt de (?) differentiable tvarsnit i );(M)lz(D),

kA

i1< L L <i gn .

dui1A ...Adui for 1 N

r

Fra setning A2.23 fglger, at disse differentlable tver-
snit giver en basis i fiberet for ) X(M) over ethvert punkt
i x(D). S8 ved vi fra sztning 6.19, at de bestemmer en tri-
vialisering af } ¥(M) |x(D).

Som en konsekvens af dette kan vi nu direkte angive et
kort % pa AZ(T()) svarende til kortet x pad M. Ud fra
x:D¢ EX——>M definerer vi nemlig

@
-~/
X:Dx ET —> AX(T))
ved fastszttelsen

’j}s_(u1,o.a,un’ {ai i } )
Te227p 3 1¢ig< .o cign

= a AU, A ... Adu, (U1yeeosll )
10 cgn teeelr T h L, 7P

for ethvert (u.l,...,un) € D og ethvert koordinatsat

$a; 1] (2)
Tgeeeipd 1¢iciicign 1 BT

a.
i 11.‘.irg 1£i1<..-<ir£n
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() -
opfattes som et punkt 1 E ¥ sker dette ved at ordnrne elementerne
a4 ; lexikografisk efter deres index. [ksempelvis svarer tal-
1... r
settet
(os,2,)

i.1 . s

172 1§11<12§h
i tilfz=ldet n =% og r =2 til punktet

) ¢
(312,313,3.1)_'_,323,8.2)_]_,33)_‘_) S B = B .

For r > n degenererer alle fibrene ,f\;(TpM) I OAEOD
til nul-vektorrummet. Total rummet /\;(T(M)) bliver i dette til-
fzlde blot et eksemplar af M.

For r > n har vi altsa:

)\;(M) = (M, 1y, M) .

‘Til slut observerer vi, at vektorbundtet >\§(M) er det
duale tangentbundt -7*(M) for M.

Opgave_1. Undersgg i tilfzldet 1 < r

for de specielle koordinatsystemer XJ f,.:.

n koordinatskiftet
A\ x(Tan).

~ Konstruer derefter den differentiable strultur pa f\\;(T(M))
direkte.

<
na

Definition 8.1. Lad 2 1. EIn differential form af grad r

o e S e i e S i ket S oy

pa M er et differentiabelt tversnit i bundtet af ydre r-former over
M.

En differential form af grad r pa M er altsi en
differentiabel afbildning

ot M3 /\*(T(H))

sdledes at ?‘TMw = Ty -

Eller verbalt: (w knytter til ethvert punkt p € M en
ydre r-form pi tangentrummet TpM, og denne tilknytning hen
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over M sker differentiabelt.
Verdien af wwi p € M vil vi betegne med qu eller
wp).

V1 vil nu fgrst undersgge differentiabilitets kravet, der
indgdr i definitionen pd en differential form. Dertil krazves
1idt forberedelse.

_._.._.._..—_—.__.-

1< r<n og lad endvidere X : D < o —>M vzre et kort

pd M. 8& findes der entydigt bestemte reelle funktioner

1
ai-‘l...ir OD—éE fOI‘ 1§i1< ...(1r_<_n

sdledes,at

W (x(aqseeesy))

= , a, (Wyyeast)*dus A.. Adu, (U7,.040)
1€iKeae 140 11“ir 1ot 1 1p 1

for ethvert (u1,...,un) €D,
Bevis. Fglger straks af, at tversnittene du11 ses Adui

r
i A;(M) |x(D) giver en basis i hvert fiber over x(D).

Funktionerne a11 i kaldes koordinatfunktionerne for )
tversnittet w m,h.t. kortét X pa M.

P4 grund af de kanoniske isomorfier mellem ydre potenser
af et vektorrum og multilinezre alternerende former pd vektor-
rummet kan vi identificere et tversnit i A;(M) med en til-
ordning af przcis en r-linesr alternerende form pd tangentrum-
met til ethvert punkt i M.

Lad os ggre ovenstdende przcist, For ethvert punkt p € M
har vi ifglge sztning A2.26 en kanonisk isomorfl

MM o (] L (TMGED .

Via denne isomorfi vil vi i det fglgende frit identlificere
et element Lup € /\;(TPM) med en r-linezr alternerende form,
som vi ogsd betegner med W g

.1
: LI xT E .
Wy TpM x pM —_—
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Lad nu U< M vzre en-dben delmengde og betragt et
tversnit w i ) 21U .

Til ethvert szt af r vektorfelter Xq,...,X, pd U
(tversnit 1 7T (M)IJ) knytter w en afbildning

w(xil_,oo-,&) H U——‘)E‘I
defineret ved fastszttelsen

WX 000y XD () = W, Xy (R)y 0 ay X (D)
for ethvert p € U,

Da Wy or linezr V p € U, f@lger det straks, at ww
bliver linezr pa& vektorfelter over U m.h.t. reelle funktio-
ner pa U.

For cthvert szt af vektorfelter X1,...,Xr, Xi og XU

i
pd U og enhver reel funktion f : U——sE  gzlder altsd, at

wleae,X) + XYy.n) = Wy Xdyeas) +wleee, X, 000)
WleeosTXipeee) = FowleensXyyeee)

(overve] dette).
Da w, er alternerende Vpeu, vil
wW(Xqse0esX,) : U—>E'

vere nul-funktionen, hvis 2 vektorfelter X; og Xj med

i4 j er sammenfaldende.
Hvis 1 £r £n og gg:DgEn-—éM er et kort pd M,
far vi specielt, at

’
dui1a...Adui (_)_gu yeees X } : x(D) —>E

r j1
er den konstante funktion med vardien

11;!1 51:}

for ethvert szt af index, hvor 1< iy<...<i, < n og
1< 39< ... <Jp € n. (Overve] dette) se bemerkningen side

A2.47)

Setning 8.3. Lad 1< r £n. Et tversnit w i /\;(M)

er differentiabelt, hvis og kun hvis en af fglgende zkviva-
lente betingelser er opfyldt:



T

( . D) wi M-——>/\;(T(M)) er differentiabel.

D,) I enhver koordinatfremstilling af w; er koordinat-
funktionerne differentiable.

D Afbildningen

3)
1
(,U(X“...,Kr) : U_';E

er differentiabel for ethvert szt af differentiable
vektorfelter Xq,...,% pd en vilkdrlig &ben del-
mengde U af M.

T

Bevis., Overlades til lzseren, Jevnfgr beviset for saztning

s =

For v >n findes der kun et tversnit i
AZ(M) = (M,7y,M),

nemlig O-tvarsnittet (her 1% s M——M), og dette er altid
differentiabelt,

Som allerede bemmrket i §7 vil vi ved en differential~
form af grad O pa M blot forsta en reel differentiabel
funktion pad M,

kan identificeres med et differentiabelt tversnit i det tri-

b

vielle liniebundt over M.

Vektorrummet ai differential former af grad r© pd M
vil vi betegne med cQDTgMz. Se sztning 6.17 for vektorrums-

strukturen.
Vi bemerker, at ndr M er en n-dimensional differentia-

bel mangfoldighed, er cﬁ?r(M) nul-vektorrummet for r > n.

Retragt nu hele tal r,s 2 O.
For ethvert punkt » € M har vi det ydre produkt (wedge
produktet ¢ller Grassmann produktet) s
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At AFTM x AR — AX (T .

Disse produkter stykker sammen til et produkt

A FFOD < PE0H —— DTS00

defineret ved fastszttelsen

(wAaw)p = wid) A wip

VwedT0n, pYuw' e D500 og Yp e

Multiplikationen af tvarsnittene w og wi! er altsi
sket fibervis. .

For at sikre os at definiticnen er i orden, ma vi vise,
at wa w' er et differentiabelt tvarsnit i X (M.

Man kan let indse dette ved at betragte koordinatfremstil-
linger af w og w' og benytte D, i sztning 8.3.

Det er cgsa muligt at afggre differentiabilitet af A w'
ved kriteriet Dy 1 setning 8.3. Hvis 1,5 > 1 og S CRRTRTS S
er differentiable vektorfelter p4 U £ M, gzlder nemlig fglgen-
de formel

W A(J‘JI-(-X1!".’}(.['+S) =

i

1 8 . ~r .
1. -S—i . Ges . Slgns . W(J\G(di),.ocjngr)) w' (XG(I""JI),.‘,XGI"*'S))
T+s

(Tages funktionsvardien i p € U, reduceres ovenstiende
formel til formlen side A2.48 gverst).
Bvis £ e Q°() oz we T, ser vi,at
(f A w)(p) = £(p)* wi(p) WpeM,
Altsd blot szdvanlig skalser multiplikation for ethvert
p € M. Af denne &rsag skriver man ofte
f/\(__u - f'w *

Opgave_l, Gennemfgr beviset for, at w aw' er differen-

tiabel.

Man kalder produktet
A QEON x P00 —s PTTS )

for det ydro produit, wedge produkt eller Grassmann produktet
af differential former.




L

Da produktet sr definerct fibervist, far vi fra de til-
svarende egenskaber ved produxtet i en covariant Grassmann
algebra, at det ydre produkt af differential former er enti-
kommutativt og associativt,

For wWeH (M), w'E éas(M) cg w" € é@t(M) gelder
altsd relationerne

wawt = (DTS wraw
(UJ/\UJI)ALU ] — UJA((.U' AUJII).
Ved kravet om bilinearitet kan vi péd s=dvanlig made

overfgre disse produkter for ethvert r,s 2 0 til den direk-
te sum

Dan = é’g/yr(m = P ®...0 "0,
=0

(Bemerk, at é%)r(M) er nul-vektorrummet for r > n).

Med dette produkt bliver éa(M) en graduerct, anti-
xommutativ associativ reel algebra. Denne algebra kaldes al-
cebraen af differential former pa M.

&) . ‘
Lt element w € /(M) kaldes ofte et differential poly-
nomium. Hvis x : DE EX—=>M er et kort pd M med koor-

dinater (@3,...,u,) € D, har (v over x(D) formen

+ D du;, + Z du, A du; + ’
a L Qs + T a. .0l [V 90
o TZi 1Y adiegen YC :

+;3,,l ndu1/\.../\dun

hvor ao,ai,aij,...,a1 a F reelle differentiable funktio-

ner pd D. (+ skal forstds som direkte sum).

T41 slut betragter vi igen virkningen af en diffcrential
form pa vektorfelter.

Fra D, i setning 8.3 fglger slraks, at enhver differential
form <4JE‘2§r(M) (r 2 1) giver en afbildning

R %(M)x X}{ (M) ————-'76@9(1\1)
(r kopier af )( (M)} Lie-algebracn nf vektorfelter pd M.

Denne afbildning.er r-lincer m.h.t. funktioner icg)D(M).
Doves. £OT Xqyeeos XXX € X 0N og feég)"(m) emlder:



)

w(..‘,xi+x;{-,.ll)=w(.'.,xj'-§..l)+w(...,x’j‘i’.l.)

(.U(...,fxi,...) "-"f’w(l-o,)Ll,ol-) »
Endvidere gzlder at
Lu(X1,...,Xr)= nul-funktionen ,

hvis 2 vektorfelter Xi og Xj med i + J eor sammenfaldende.

T det fglgende far vi brug for at kunne "lokalisere" en
differential form.

For at kunne udfgre derne proces mé& vi sikre existensen af
sikaldte lokaliseringsfunktioner (lemma 8.5).

Lemma 8.4. Lad a og b vzre reelle tal med 0 < a < b

og beg;;ég EY for n 2 1.
Der findes en reel, differentiabel (som sedvanlig af
klasse CP) afbildning
?’: En-——-—aE1
séledes, at ?(x) 20 Vxe E®, og s&

1 for |lx||
og 0L s

P (x) = g

(|1+]| er den szdvanlige norm i E"),

<
o for |lx|] >0

Bevis. Betragt funktionen

h : E1———e E1

defineret ved fastsettelsen

1

- —

et2 fOT t)O

0 for t €0

h(t) =

Det er let at indse, at h er af klasse Ca), og at
h{(t) > 0 for t > O,

Grafen for h:
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Fig. 17

Definer dernzst ?V ved fastszttelsen

> 2 _
?7(};): 2h(b —\éxll ) S l/xEEn i
h(b=-| x| {9)+h(]{x]]“-a%)
Da ||x]| |2 er differentiabel (ogsd 1 x = 0), er det
klart, at 99 bliver af klasse C® ., Det er nu let at indse, at
@ har de forlangte egenskaber,

Hausdorffsk

betragt p € M, Lad endvidere U vzre en aben omegn af p.
S3 findes en reel differentiabel funktion ?9 pd M, som er
konstant med verdien 1 pa en omegn af p, er identisk O
uden for U og har 1>q) 20 Vaq e M.

at x(D) €U, 0eDEE* og x(0) = p.

Bevis. Lad X : D ¢ E'——M vare et kort pd M, séledes

Vele nu reelle tal a og b med 0O < a <b, séledes at
den lukkede kugle i ' med centrum O € E" og radius b
helt er indeholdt i D. D.v.s. sdledes, at

fxe®l |zl <v} €D

Lad dernzst ©O: B} —> E1 vere en funktion af typen i
lemma 8.4%. Definer sé y’: M ———)E‘l ved fastsz=ttelsen

. o (@) VaexO
plar = 0 YaqeM~ x(D)

Da @(x) =0 for ||x[|2 b er det let at indse, at
C}') er veldefineret og differentiabel. .

Det er klart, at ¢ er identisk O uden for U. Vi ser
endvidere, at g? er konstant med verdien 1 pd den lukkede om-
egn
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x(4x e B x|l ¢ a}) .
Dette beviser lemma 8.5.

Hauggprffsk
Opgave_5. Lad M vare en differentiabel mangfoldighed.
Lad endvidere K vzre en kompakt delmzngde og U en aben
delmengde af M, sdledes at XK ¢ UC M.
Vis, at der findes en reel, differentiabel funktion ¢ pd
M, s&ledes at ¢ er konstant med verdien 1 pd K, identisk

0 wuden for U, og si ?Q(p) 20 b/p e M.

w: Xx ... xXm —

vere en r-linezr afbildning m.h.t. funktioner fra (§9°(M).
Antag endvidere, at W er alternerende.

Vis, at der findes cn entydig bestemt differential form
af grad r pad M, som inducerer afbildningen w .

M er en BHausdorffsk differentiabel mangfoldighed,
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I resten af heftet er alle mangfoldigheder Hausdorffske.
Vi starter med en existens og entydighedsszztning

mangfoldighed. Der findes netop en linezr afbild-~

ning
a: Yo —

sdledes at

L. a@em e P w

2. Hvis weo@r(M) og w'! EQ%-)CM) er
Alw A W) = dewn ' + DT wAd w!

3. Hvis f € éao(M) er df € éa1(M) det szdvanlige
differential af en differentiabel funktion.

Y, Hvis fe H°M er d(af) = o.

Notation: Den entydigt bestemte linemre afbildning 4
kaldes det ydre differential pd M eller ydre differentiation
af differential former p4 M (engelsk: exterior differential,
exterior derivative, extcrior differentiation).

I beviset for setning 8.6 f&r vi brug for ct lemma, som
viser, at hvis d cxisterer, afhznger d w (p) for
weP M og peM kun af verdien af w i on vilkirlig
cmegn af p € M. Przecist har vi:

Lerma_8.7. Lad d : & (M) ——)Q(M) vere en linesr af-

bildning, som opfylder 1-4 i sztning 8.6. Lad endvidere

w, w' eé%)(M) vere 2 differential polynomier pd M, séle-
des at w|U = w'|U for cn &ben delmznegde U C M. S4 er
dw|U=4aw:'u.

Ecvis. Da d cr linezr, er det tilstrzkkeligt at bevise,
at dwlU =0, hvis w|U=0 for we Do,
0 og betragt et vilkarli;=

1l

fntag altsd, at (ylU
punkt p € 1],
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Ifglge lemma 8.5 kan Vi finde en funktion f e & °M),
sdledes at f er identisk 0 wden for U og f(p) = 1.

Da w|U =0 er det klart, at fw =0 € @(M). Idet
d er linezr, fdlger si, at d(fw) = 0 € 6@(1{).
Fra 2. i sztning 8,6 f3r vi nu:

0'= d(fw)(p) = Af(prw(p) + f(p)dwp) .

oged(p) =0 _
Tdet f£(p) = TVreduccres ovenstiende ligning derfor til
dw(p) = 0. Da p € U var vilkdrligt valgt, har vi dermed
indset, at dw|U = 0. Som bemerket afslutter dette beviset
for lemma 8.7,

Entydighed, Antag at 4 :09 (M) — 09(1*{) or linezr og
opfylder kravene 1. - L,

Vi vil bevise entydigheden af & ved at vise, at restrik-
tionen af dwo til et vilkarligt kort p4 M kan angives ved
en formel, der kun afhaznger af w , for et vilkirligt wJ e S (M).
Da 4 er linesr, er det nok at vise dette for en differential
form weﬁr(M) med r > 1 (df for ¢ EQOCM) er jo fast-
lagt ved 3.). .

Betragt altsé Luezé?r(M) med r > 1, og lad
x:DC B —> M vere ot kort pd M med koordinater
(u1,....,un) € D.

For wlx(D) har vi koordinatfremstillingen

w |x(MD) = L a; .4 du; a...Adu;

1§i1<...<ir§n 1+ p 1 1n

hvor 311"‘ir s D-——->E1 er differentiable funktioner.

Lad nu p € x(D) vare vilkarlig valgt.

Ifglge lemma 8.5 kan vi finde en funktion f e,@o(M),
som er identisk 0 wuden for x(D) og konstant med vardien 1
péd en &ben omegn U € x(D) af p.

Definer sa funktioner ?fk e H°(M) for k = Tyess,n
ved fastszttolsen

4 (q) = f{Qu, for gq = lc-(u‘l""’un)
et 4 T 0 ellers
og funktioner & e 7°0) for 14 11,0041, 4 n

r
ved fastszttelsen
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a

Da

duklU = duklU

3z,

l1o.oi

11...11,(‘1) =

f

G

er konstant med vazrdien 1

|U = da, .
T 11”'11’

Danner vi differential formen

-

W =

7 ~F o~
yd a du. A ... AdU

1§i1<caa<ir§_n 11...11' 11

ser vi nu, at

Fra lemma 8.7 fglger si, at

dwlu = adju .

ellers

réd U,

for k=1,ooogn

r
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f(q).ai1‘..i“(u1,ao-’un) fOI‘ (1 - -?S(u‘l""’un)

fglger det, at

U for 1< i4<...<i, <.

Da alle differential former, der indgdr i definitionen
af W , or defineret pd hele M, kan vi benytte egenskaberns
ved d til beregning af doo .

Af 2. og 4. far vi:

Benyttes lineariteten af d og

d O

d(dui{\ vos Adu.i Yy =0 .,

iy

=z___ az’

a, .
- - 1 [ 3 ] .l
1gl1<...<1f§n 1 by

14

Fra tidligere observationer fglger heraf:

d;ulU=( ,>_______ da

Da denne ligning specielt gelder i

1__&1‘.1(.--<ir§__n 11.'.11‘

2. far vi dernsst

~t o
/\du.h...r\dui .

T

A dui‘IA ...Aduir) lu .

p€U<x(D), og p

var vilkéarlig valgt 1 x(D), har vi dermed bevist, at

dwlx® = £ d

Vi ser heraf, at d wlx(D)

wlx (M.

s .
1¢ig<aricign 100

A du.A...Adui .

r 11

Dette boviser <ntydigheden af 4.

afbildning d : 0D — DG, der tilfredsstiller 1,~ 4,

r

er bestemt entydigt af



&

Fra entydighedsbeviset ved vi, at hvis en sddan afbildning
d findes, m3 dwl|x(D) tilfredsstille ovenstdende formel
for ethvert u)eéa(M) og ethvert kort x p&d M. Vort
eneste hdb er altsd at vise, at disse lokale fremstillinger
definerer et lokalt d, og derefter vise, at disse lokale
differentialer stykker sammen til et globalt 4.

Betragt derfor nu et vilkarligt kort x : D ¢ E'—>M
pd M med koordinater (uq,...,u,) € D. Da x(D) er en
adben delmzngde af M, er x(D) selv en differentiabel mang-
foldighed. Der findes derfor hgjst en kandidat til et ydre

differential pad x(D), nemlig afbildningen
dy(py F xm) — H (z0)

defineret ved fglgende forskrift:
Hvis W€ a({)r(;_c_@))med r 2 1 har fremstillingen:

we 2 a

1 s -~
1511(0 . l“-—ir:n

dui A ...Adui

i‘illlir 1 r

sabtter vi

d () = da. . Adu, A ... Adu
x(D) €1 i gn dieeedy p
hvor
n 9%,...1,
da, = Z ——= du. h
11-.011. jzdl b uj ‘]

Hvis f € CQQO(;(D)) skal dyp)f blot vere det smdvan-
lige differential af f.

dx(D) defineres derefter pad et vilkarligt element i
&) (x(D))" ved krav om linearitet.,

Antag nu et gjeblik, at vi har vist, at det sdledes de-
finerede dﬁ(D) givet et ydre differential pd x(D) for et-
hvert kort x pd M.

Betragt s& 2 kort x : DG E*—>M og y : E¢ ET—>H
pd M med x(D) nx(E) + 4. P& x(D) n y(E) kan vi nu de-
finere 2 ydre differentialer, nemlig et svarende til kortet

x|t ._-‘g", (z(D) m y(B)) —> U

og et svarende til kortct
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P4 grund af entydigheden af et ydre differential (som
vi har bevist) stemmer disse differentialer overens.

Da d w(p) v we é'a(M) og Y¥p e¥M kun afhmnger af
verdlen af (w 1 en vilkirlig omegn af p (lemma 8.7), kan
vi definere d : & (M) — F (M) ved fastszttelsen

d wlzd) = dypy (W |x(D))
for ethvert We X (M) og cthvert kort x : D ¢ BP—> U

pa M,
Det er let at verificeres, at & er veldefineret (gor
det). Det er endvidere klart, at d er linezr og tilfreds-

stiller 1. - k.

For at have pavist axistensen af et ydre differential
pd M skal vi nu blot vise, at dx(D) er et ydre differential

x(D) for et vilkérligt kort x : D¢ B —M p& M.
Da qL(D) : ég)(g(D))—~9j@(§(D)) er linezr pr. defi-
nition, mangler vi blot at vise 1. - L,

]

3

1, Fglger dirckte fra definitionen af dy(py -
2, P& grund af lineariteten af dx(D) er det tilstrzk-

keligt at betragte tilfzldet

W= adyA...ady € ;@r(z(D))
- r

og
w't = b du, A...Adu, € oi)smnn :
41 Jg
Der fplger ru on héndfast udregning:

I
_ sz.jl.(a.byhﬁ?duia,..ndu.z\du.A...Adu.

=1 9% 1 1. Js

G Ja

A A di. A oL.ndu, Ja(bdus ALL.AQU,
k ulJi ulr) ( 31 uas)

& b

> oo du A dus AL rdu, )
MU= B-L M Is

— 3. - r
= dE(D)UJ Ao+ £ 1)(,(.) Ad}i(D)uJ! .
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Fertegnet (- kcmmer ind, fordi vi har flyttet

ap,, f{orbhi de r» elrmenter du, ,...,4u og wedge
r l1 iI‘
produktet er anti-kommutativt.

. Dette indgadr i definiticnen af dg(D) .

2
4. Betragt f € éao(ﬁ(D)).
Da dx(h}f blot er det sadvanlige differential af
£, ved vi,at

4 f=:§%L of du
“x(D) i®

=7 04

S& far vi:

I IL,<52f
d% () (d_?E(D)f) - El——_; %:Tauj Sy dusAduy .

Da wedge produktet er anti-kommutativt fglger heraf:
N 3% 92

- )du Adu. .
f<i<i<n a‘l au 3“ ouy J

Idet

22, D2 a5 = 1
5V OUy T DUy oY 0T et

] ' &

far vi sa:
dy p) Gy (pyf) = O

Dette afslutter som tidligere bemzrket beviset for s=zt-
ning 8.6.

Fglgende lemma viser, at vi kan beregne den lokale virk-
ning af d wvod at bruge et lokal®t ydre differential.

Lerma_8.8. L.ad U vare en aben delmzngde af den differen-

tiablc mangfoldighed M med differentiabel struktur induceret
fra M. Lad cndvidere d og dU betegne de ydre differen-
tialer pd henholdsvis M og U, Si gzlder, at

4wl = 4y wim Vwe S () .

Beperknd
1

iivg. 5om regel skriver man ikke  dpy for det ydre
differcntial pi

U, men bilot d. Lemma 8.8 retferdigger dctte.
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Bevis_for lemma 8,.8. Hvis x : D € ——3M er et kort

.
pd M og U = x(D), ser vi, at ligningen
dw lx(d) = dy (p) ( w lx(®))
for (U € K (M) blev brugt til definition af duws i bevisct
for setning 8.6. I dette tilfzlde or der altsd intat 2t bevise.

Hvis U< M or en vilkarlig aben delmengde, betragter vi
kort x : D& E*-—M pd M med x(D) ¢ U, 84 f&r vi:

deo |x(D) = d iy (w |x(D))
= 4, (py ((wl |x(D))
dU( wl x(D).

Dette beviscr lemma 8.8,

Lemma_8.9. Lad 4 vare det ydre differential p2 den

differentiable mangfoldighed M, S3a gzlder, at
ddw) = 0 YwePon.

betragte ) i et kort x : DCE' —>M p&i M, ogda d er
linezr, er det cendvidere tilstrzkkeiigt at betragte tilfzldet

w x(D) = a du, A ...adu, for > 1,
I lI’ =

Udnyttes 2. og 4. i sztning 8.6 f&r man ved induktion
over 1, at

d(dui A c-u/\du. ) - O'

1 r

Ved hjelp af 2. far man nu:

Alwlx(D)) = da A du, A ... Adu,
l—l lr

og

1

d(d(uﬂ;ﬂn))=uﬂdabﬂduiﬁ ... AQU,
1 T

Idet d{(da) = 0 p& zrund af 4., fglger heraf:
ad(wlx(d))) = o.

Detto heviser lemmn 8.9,
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Hvis w egilr(m) kan man helt generelt opstille en
formel for virkningen af dw pad r + 1 differentiable
vektorfelter, Vi vil her kun beskzftige os med tilfmldet
we .

betragte tilfzldet
w=f dg for f,g eR°M) .
Af 2. og 4. i sztning 8.6 fglger:
dw = df A dg.

Benyttes formlen side 135, der giver virkningen af et
wedge produkt pad vektorfelter, far vi:

dew (X,Y) = af A dg(X,Y)
= Ar(X)ag(Y) - df(¥)dg(X)
<l v[] - [ X[ -

Vi beregner nu elementerne i den sdggte lignings hgjre -

fl

side:
( % [w@)] = x{f ae®] = x v el]
= x[f] Y{g +x[¥[e]]
Y fw®) =¥ [fag] = x[£x[g]]
= v (f] x[e] + ry(x(el]
W (X YD = ¢ ag([x,¥] = £ [X,Y] [g
= rex[v{el] - fv[x[gl].

Formlen bevises nu ved en simpel sammenligning af lig-
ningens 2 sider.
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Lad F : M*——sN% vere en differentiabel afbildning.,

Som vi nu skal se, inducerer F en algebra~homomorfi

. Qan—Han,

som kommuterer med de ydre differentialer pd henholdsvis kK og N,
d.v.s. siledes at

* ‘-dF*
¥ dN = dy
(scm regel bruges betegnelsen d for bade dy o8 dM).

Fgrst definitionen af F .

Lad W vere et tversnit i A*(N) for r 2> 1, Som tidligere
observeret kan an identificereg med en r-linezr alternerende
form pd TqN ¥ q¢ N,

For p € M definerer vi si

*T 1 \
H MX ess X ————
F (Lo)p Tp TpM E {(r kopier af TpM)

ved fastsattelsen:
*r 1 Ty _ 1 s T
for ethvert st af tangentvektorer Xp, oy X% € T M.
Da F*p er linezr, er det let at indse, at Fgf(co)p bliver’

ent r-linesr alternerende form pd T M, altsd et element i

/\:(TPM)' *P *
Vi fir herved defineret et tvarsnit F  (w) 1 Ap(M).

p

Bevis. Hvis r > min(n,k), bliver F'(w) automatisk nul-

tvarsnittet, og der er intet at bevise,

Antag derfor, at 1 £ min(n,k).

Lad s& x : D C E* —3M v=re et kort p4 M med koordinater
(Ugy oves uy) €Dy 0g ¥ ¢ E g.Ek———aN et Xort p& N med koordi-
nater (viy..., V) E1E. Vi kan uden indskrznkning i det fglgende

antage, at x(D) € F~ (y(E)). Lad endvidere
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<
——
|

= V1(U1,--.,%)

Vk = vk(u‘l,o.o,%)
vere koordinatbeskrivelsen af F m.h.t. kortene X og ¥y
Hvis

wly(®E = EL,*_ a

a - - d.v‘,_ N sea /\dv_!
1€ 39< eea < gk d10ede i ir
og >>
*
1<t<eea<ign 10 p =1 r
far vi nu:
o
a. . =F L(UJ)( veey X, )
l1oanlr l{q-li‘]’ "'Lli
r
=w (F*(_X_u. ),I'I,F*(.X-'ll. ))
11 11'
k_ OV, k93
=w (2 X £

- yeses _______xv )Glefﬁlﬁc
= aui1 Ij1 §= auir I D3 p. 134,

Ved anvendelse af D, 1 satning 8.3 fdlger det
straks fra disse udtryk, at F*r(cu) er differentiabel, idet
(w og F cr differentiable.

Dette

beviser lemma 8.11.

Xonklusionen af ovenstdende overvejelser er, at vi har faet
defincrct en afbildning

*
P DT ) — ﬁr(M)
for ethvert r > 1. =

For =20

dofinsrer vi nu
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F @ °m) — P

ved fastsazttelsen
F O(f) = {F Ve FPan.

*
Med disse definitioner indser man let, at F T er lirear

for ethvert r 2 O.
Den sggte linezre arbildning

P Qan— Qe

defineres nu som den direkte sum af de linemre afbildninger
Fr,

Da F, som fglge af definitionen, siledes afbilder ele-
menter af gra@d r (elementer itéar(N)) pd elementer af grad
r (elementer i tg?r(M)), omtaler man ofte P som en gradu-
eret afbildning.

betegnelsen F  for enhver af de linemre afbildninger
*r * r
Fr=F | TW.

Setning 8.12. Lad P : Mleeey N¥

____________ vaere en differentiabel
afblldning. S& er -

P Qay — S

en algebra-homomorfi, d.v.s.

1) P @w +bw ') =aF (w) +bF (w')
* * *
2 Flwaw') =F (W) A F (W)

for ethvert szt af elementer w,w' € gD(N).

vi i beviset for 2) kun at betragte tilfmldet w € éar(N) og
w' e éaS(N). 2) fglger nu umiddelbart ved anvendelse af form-
len side 135, der giver virkningen af et wedge produkt pd en
stribe af vektorfelter (Gennemfgr argumentet).

Setning 8.13. Lad F : MP——snE

____________ vere en differentiabel
afbildning, oz lad dM og dN betegne de ydre differentialer
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pd henholésvis M og WN. S& gezlder, at
* *
F dy = dyF
*
kort: F  kommuterer med de ydre differentialer,

¥* *
F dN(f) = GyF (£)
for f e P,
Denne formel er zkvivalent med formlen
F(df) = d(fF),

Hvis Xp € TpM er en vilkarlig tangentvektor til M,
viser fglgende udregning, at den sidste formel, og dermed ogsa
at den fgrste formel, er sand:

F(AE) (X)) = dfp ) Fap (X))
, = Py (X)) [£]

X, [£F]

¢(fF) (X))

Generelt er det tilstrzkkeligt at bevise, at

i

It

* *
Fdylw) = dyF (w)
r < * .
for we é@ (), fordi F , d;; og dy er line=zre.
Da vi kan regne lokalt, er det endvidere tilstrskkeligt at
betragtec w pad formen

w=fdf-]f‘ 08 Adfr

for £,f1,...,%, € 0.
*
Hvis man henytter, at F er en algebra-homomorfi, far

man-:

* *
F dN(UJ) =F dN(f dfya ....Adfr)

F'(df AdfqA «..Adf)
= F (df) A T (Af1)A ... AF (af.),
Fra det alleredc heviste fglger sia:
Flg(w) = d(fF) A A(£1F)A ... #d(£,F)
Ay ((EF)A(£F)I A 50 Ad(L F))

l

il

* * *
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]

_*x

i}

*
dyF (w).
Dermed er sztning 8.13 bevist,

T1l sidst beskaeftiger vi os med de funktorielle egenskaber
ved konstruktionen af differential former og inducercde afbild-
ninger,

Beviset for fglgende sztning overlades til lzseren.

Setning 8.1%. Hvis F : M=K og G : W~a1® er

differentiable afbildninger, gmlder:
* *_*
a (GF) =F G
1) =1
2 Oy =Ta0m

subsidiert for alle r > 0O

' »* Hrs W
1 @ T=FrTeT

¥*
2 (1,.)°F = 1 .
M BT ()

Bruger man betegnelsen éP(F) for den inducerede afbild-~
*
ning F af en differentiabel afbildning F, far man falgende
smikke formulering af indholdet i § 8:

Vi har konstrueret en contravariant funktor C%pgga katego-
rien af differentiable mangfoldigheder til kategorien af diffe-
rentielt graduerede reelle algebraer,

En differentielt gradueret algebra er en gradueret algebra
A med en linemr afbildning 4 : A—>A, siledes at 42 = 0,
og sdledes at d har egenskaber svarende til 1 og 2 1 sat-
ning 8.6,

OPGAVER

I opgaverne 7,8,9 og 1lo betragtes E" med de sedvan-
lige koordinater (u1,.;.,un) € E' hgrende til kortet x =1



=33 o .
U_) = i j—.1 uij duiA duJ,
' J=

hvor 243 + a3 = 0 Vi,j = lyanaglls

Vis, at 3
n REPE a; od
1 ¢ Zid , Tk, ki Ydu; A4 dus A du

dw= 4________( N
gi,j,kﬂ oW  dVy Oy j k

har formen F =T © A, hvor A er en linezr afbildning med
matrix i a%&, og T er en translation med forskydningsvektor
(b, ...,0". Hvis

F(u1,...,un) S (V.],...,Vn)

gelder altsa:
n
=S i -

*
Find F (du*] N ) Ad.un)a

Opgave_9. Definer F : E?-——>E2 ved fastszttelsen:

I?(u‘l ,u‘?) = (U1'u2,1)-

* * *
Beregn F (dwy), F (du,) og F (u,duy).

2

Opgave_lo. Definer F : E ———+E3 ved fastszttelsen:

F(uq,u,) = (sin uq*cos u,, sin uy-sin u,,cos uy).

Find F*(u2du1 + u3 du2 + Uy du3).

Lad G vzre cn Lie-gruppe af dimension n, og lad
Xg90eey X, vEre n lincezrt uafhezngige venstre invariante vektcr-
felter p& G (basis i Lie-algebraen %ﬂ-for Gg).

Der findes konstanter cgj (hvorfor ?), salecdes at

[(%,%.] = sk x
1750 T4y B13 Tk

Konstanterne c?j kaldes struktur konstanternc for G
m.hotu bﬂ.SiSfO]_t(.‘I‘nC X'I 3000 7:‘:1‘ pﬁ Gu

Defincr duale diffurential former wq,e..yw, af grad 1




pd G ved fastszttelsen:

uJi(Xj) = é;ij (konstant funktion).

1) Vis, at w; er venstre invariant, d.v.s.

*
Lo(wy) = wy Vaec.
2} Vis, at
x zfi: i
J K=
Denne ligning kaldes

Maurer - Cartan's ligning.

S i

1€ Jj<kgn
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§9. Riemann'sk metrik,

13 Anvondes den differentiable funktor T, (sztning 42.12)
pad tangentbundtet TM) = (T(M), HM,M) for en differentiabel
mangfoldighed M, far vi ifglge Milnor's princip et nyt diffe-
rentiabelt vcktorbundt

TS = (TI(TM)), Ty M),

hvoer

3ean) = U M@ T M.
peEM P

f?;(M) kaldes for bundtet af covariante tensorer af grad
2 p&_ M eller bundtet af tensorer af type (0,2) pd M.

Hvis x : D¢ E* —sM er et kort pa M med koordinater
(Wyyeesyuy) € Dy, fér vi et tversnit du; ® duj i z‘z(M)IgﬁD)
for ethvert par af index i,j = 1,...,nn. Tvarsnittet du; ® duj
defineres ved fastsazttelsen:

du; @ duj(u1,...,un) =
dui(u1,oo-,un) @ duj (u1’ca|,un)
for ethvert (uq,...,u;) € D.
Anvendes den contravariante funktor T; pd den szdvanlige

trivialiscering af 7T (M) |x(D) (se f.eks. p. 128) far vi dia-

grammet: ( )
h
(D) = THER) 20 7y (D))

proj'\ ‘/FMI

x(D)

Hvis {e1,...,e k som szdvanlig er standard basis for En,
indser man analogt mcd tidligere (p. 129 - 130), at T (h) af-
bilder tversnittet duy ®duy i T, (M)]x(D) pa det "konstante"
tversnit

pex(D) —> (0,0 1@ e ) € x(D) x Th(EY
i bundtet

(z(D} x T;(Iin), proj., x(D)).
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Da det sidste tversnit trivielt cr differentiabelt, og
Tz(h) giver en trivialisering af Z"E(M)lﬁfD) (sztning 7.6),
fglger det, at du; @ duj er et differentiabelt tvarsnit i

200 |x(D). .

Idet tvarsnittene dup,...,du, i (M) |x(D) wudpeger en
basis 1 T;M Vp e M, folger det fra sztning A2.7, at de n2
tversnit duy ® du; i ?ﬁZ(M)Lg(D) udpeger en basis i fiberet
over ethvert punkt p € x(D).

Fra sztning 6.79 fglger nu, at de qiffercentiable tversnit

duirébduj for i,j=1,...5n
giver en trivialisering af T30 |x(D).
Svarende til kortet. x pd M f3r vi si et kort ¥ pa

*
L, (T(M)), nemlig ,
E:D =" -—> 15(10))
defineret ved fastszttelsen
)

X(ugseen,u, fgij} 1,5=1,000,0

E gij dui® dU.j (u1,ooo,un)

isj=1

‘2
\f(u1,...,un) €D og bqgij}i,j=1,...,n €E .

ng@:ggigg. Nar {gij%i 521 n ©Opfattes som et punkt
‘j o ,...,

i E7 , sker dette ved at ordne clementer B3 leksikografisk.

Definition 9.1. Bt tversnit g i bundtet 2°5(M) over en

differentiabel mangfoldighed ¥ kaldes for et covariant tensor-
folt af grad 2 p& M eller et tensorfelt af type (0,2) pad M,

Lemma 9.2. Lad g vere et covariant tensorfelt af grad 2

pd den differentiable mangfoldighed My oglad x : D¢ E' M
vere ¢t kort pa& M med koordinater (u1,...,un) € D. Sa findes
der entydigt bestemte realle funktioner

1 .
gi,j : D—-—;E fOI‘ i-},]: 1,...,11
sdledes at

{!(z:(u.],...,un))

I

- g?%;; gij(u1,...,un) du; @ duj(u1,...,un)



157.

for ethvert (uq,...,u) € D.

Bevis. Tversnittenc du; @ du:j i ’Z”.;(M)l_}g(D) giver en
basis 1 hvert fiver over x(D).

Funktionernc B3 kaldes koordinatfunktionerne for g
eller komponentorne for ¢ m.h.t. kortet x pid M.

Ifgige sztning A2.14 har vi for ethvert p € M cn kano-
nisk isomorfi )

*M@T*M O{(TM ME)

hvor tﬂﬁ(” M, T My E ) or vektorrummet af bilinemrc former pi
TpM.
I det fglgende vil vi derfor frit identificerc et eclement

gp € T;M ® T;M med en bilincar forms:

1
: Mx T M .
gp Tp x lpl -3

Dette betyder, at vi kan identificere ethvert covariant
tensorfelt af grad 2 pa M med en tilordning af en bilinesr
form pé& tangentrummet til ethvert punkt p € M.

Hvis X og Y cr vektorfelter p& M, ocg ¢ er et

covariant tensorfelt af grad 2 p4& M, kan vi nu definere en
afbildning

g(X,¥) + M ——E
ved fastszttelsen
25,0 (p) = 8, (X, Y)  Vp e M,

Da £y CT bilinesr VYp € M, bliver denne virkning af

g pa vektorfelter bilincer m.h.t. rcelle funktioner p&d M,
dcvlSQo

e(X + ¥,2) = g(X,2) + g(Y,2)

g(X,Y + 2) g(X,¥Y) + g(X,2)
g(FX,Y) = Teg(X,¥)
g(x3fY) o f-'?:(X,Y)

for ethvert set af vektorfelter XY og Z pAd M og enhver
rcel funktion + : H-——%E1.



I omstaende kunne vi naturligvis i stedect for M have
betragtet on &aben delmzngde U< M. Betragter vi specielt
situationen 1 et kort x pa4 M med koordimater (uq,...,u,) €D,
gelder det, at

du; @ duj (_J_cuk,_ngul) = <_);_1k,dui> . <_J;ul,duj>
er den konstante funktion med verdien
Six * er

for ethvert szt af index 1i,j.¥,1 = 1,...,n (s¢ side 42.22).
Hvis g 1 koordinatsystemet x har fremstillingen
x(D) = S
glx(D) = g.. du, ® du;
1y3=1 13 1 J

fglger si, at
g:5 = g8(X, »X, ) Vi, j = 15.00yn
i] —ui’xuj

Dette betyder, at matricen -{gij(u1,...,un)} beskriver
den bilinemzre form g 1 basen X, (UWyseresU )yens,
gﬁn(u1,...,un) over athvert punkt i x(D). Hvis

no. n

1=1 i =1 j
er vektorfelter pd x(D), gelder altsi: .

n 3
g, Y) = 3 g, alpd
i,J::1
som funktioner pa x(D).

Lad os nu undersgge, hvordan kompcnenterne for et covariant
tensorfelt g af grad 2 pa M transformerer ved skift af koor-
dinater. Lad dertil x og ¥y vere kort pd& M med koordinater
henholdsvis (uq,...,u,) € D og (v1,...,vn) € E og siledes,
at x(D) » y(E) # 9. Antag endvidere, at g har komponenterne

B m.h,t. kortet x og m.h.t. kortet y.

P4 x(D) ~ y(8E) g=lder udregningen:

gij = Q(Evi:¥ﬁj)

n Ju u
=¥ . o clx, %) -a-‘-,-]‘g : ?vl
k1=l kM i ©Y;
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( n B e 3 y
= 2 g .
k,1=1 k1 ov avj

Vi har dermed udledt transformaticnsreglen:
oY% ou

n

. ST K 1
g . = g —————— ] — i t—
ij 1= kl vy avj

eller pracist:

E (v1,...,v )
P
EZ%:: gkl(x x(v1,...,v )) a:k (¥yeveyvy)® 3;—<v1,.,v3

for ethvert (v1,...,vn) €y (x(D) N y(E)).

sen til den klassiske tunsoranalyse. Her definerer man et cova-

riant tensorfelt af grad 2 pd M ved fglgende krav:

1) Til ethvert kort x : D¢ E*—sM pi& M er knyttet n2

reelle funktioner defineret pa x(D). Disse funktioner, Bi3
for i,j = 1,...,n, kaldes tensorfeltets komponenter m.h.t.
kortet Xx.

2) I overlappet mellem 2 kort pA M gmlder ovenstiende
transformationsregel for komponenterne m.h.t. de 2 kort.

Har man givet ¢t system, der opfylder 1) og 2), far man et
covariant tensorfelt g af grad 2 pa M 1 vores forstand ved
definitionen

glx(@) = 2__ g5 du; ® du,.
i,J=1 J

Transformationsreglen sikrer nctop,at g bliver veldefine-

ret.

Bifferentiabilitet af et covariant tensorfelt af grad 2 pa
M kan afgdrcs ved fglgende smtning.
Szining 9.3. Lad M vare en differentiabel mangfoldighed.
Et tvarsnit g 1 7T,(i) cr diffcrentiabelt, hvis og kun hvis
en af fglgende =zkvivalente betingelser cor opfyldt:

74} £ 1 M——>T5(2(%)) or diffcrentiabel,
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T,) I cnhver koordinatfrémstilling af 2 c¢r koordinatfunk-
tioncrne differcntiable.

T,) Afbildningen

3)
er differentiabel for ethvert par af differentiable
vektorfelter X og Y p& en vilkdrlig &ben delmengde

U af M.

Bevis. T4) er nctop dcfinitionen pa, at g er et diffe-
rentiabelt tvaersnit. For at have bovist setningen skal vi altsa
blot vise zkvivalenscn af de 3 udsagn.

T4) ¢&=>T,). Lad X vare ct kort p& M med koordinater
(Ugyeevyu ) € D og betragt det tilsvarende kort X pa

T;(T(M)). Hvis g har koordinatfremstillingen

n
glx(d) = 2 . 813 duy rg;-duj

j_, J=1
gzlder

=

X gﬁx_(u‘lgioa,un)

-—

= (u1""’un’{gij(u13"’7un)} 1,31, 0000
for ethvert (u1,...,un) € D. .
Heraf fglger skvivalensen af T4) og T2) straks.
T2)<&=;?3). Det er tilstrzkkeligt at betragte situationen
iet kort x p& M. Hvis koordinatfremstillingen af g er som
ovenfor, gslder det, at

g( X. ) = g
zui’duj ©ij

som funktioner pad x(D).
Da gz er linemr m.h.t. reclle funktioner, fglger zkvivalen-
sen af T2) og T3) uniddelbart heraf,

Definition 9.%. Lt covariant tensorfelt g af grad 2 pa M

- kaldes positiv definit, hvis gp er positiv definit Vp € M,

d.v.s,.
ta ’J - 3 .‘T N .
gp(Xp,Xp) > b’Xp € Tp“ to}

£ kaldes gymmetrisk, hvis gp er symucetlrisk k/p € M, d.v.s.
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8y (Xpa¥p) = g, (¥, %)) pr,yp ¢ T M.

Vi bemzrker, at egenskaberne positiv definit 0g symmetrisk
ved g er zkvivalent med, at i enhver koordinatfremstilling
af g er matricen {giji positiv definit og symmetrisk i et-
hvert punkt af sit definitionsomr&de. Dette skyldes, at matricen
gij} beskriver g.

metrisk covariant tensorfelt af grad 2 pd en differentiabel
mangfoldighed M kaldes en Riemann'sk metrik pd M. En
Riemann'sk metrik vil blive betegned med (+,.),

Hvis (+,+) er en Riemann'sk metrik p& N, betegner
(.,.)p den covariante tensor pa TpM, som (+,*) knytter til
p € M. Da (',')p kan opfattes som en positiv definit, symme-
trisk bilinezr form pia TpM, ser vi, at (-,-)p er et indre
produkt pd tangentrummet TpM.

En Riemann'sk metrik pd en differentiabel mangfoldighed
M knytter sdledes et indre produkt pd tangentrummet til ethvert
punkt p € M, og denne tilknytning hen over I sker differen-
tiabelt,

Hvis x er et kort p& M med koordinater (Wg5e005u) €D
har en Riemann'sk metrik (*,*) pd& M 1lokalt fremstillingen

9}
y =

Traditionelt bruges betegnelsen

5 n
ds™ = 2 g

7. . du. & du.
i, =1 o *

J
for en sé&dan lokal fremstilling af (-,«).

Dette skyldes, at ds pr. definition bliver den infiniti-
simale buelzngde pd M, og buel=ngde betegnes traditionelt med
s, Hviz M tznkes forsynet med en bestemt Riemann'sk metrik
(*y*) kalder man derfor ogsi ofte (¢y+) for den metriske
tensor eller den metfiske;igpdamenta;form P4 M. Vi skal senere

preciscre dette,
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Definition 9.6. En Riemann'sk mangfoldighed er en differan-

tiabel mangfoldighed M vudstyret med en Riemann'sk metrik
(*y0),

En Riemann'sk mangfoldighed bestir alisd foruden en 4if-
ferentiabel struktur af en yderligere struktur, nemlig en
Riemann'sk metrik. Med andre ord, den samme differentiable mang-
foldighed med forskellige Riemann'ske metrikker er forckellige
Riemann'ske mangfoldigheder.

Eksempel 9.7. Betragt E? med de szdvanlige koordinater

Uqgeea € grende ti orte X = pa B, vis
(49,...,u,) € E* hgrende til kortet 1 3 B, Hvi

X = a” x o Y = b x
P i3 4y & p 1=1 4

er tangentvektorer til En 4 p € En, setter vi

+

' t&. i, 1
(Xp,Yp)p = 1/? a~b".

Ved hjzlp af kriteriet T3) i s@tning 9.3 er det let at
indse, at de indre produkter (’,-)p i TDEn Vp € E® til-
sammen giver en Riemann'sk metrik (-,.) pa =, Vi ser, at
(*y¢) er karakteriseret ved, at basisvektorfelterne Ky 1o X
er ortonormale. For komponenterne af (+,+) m.h.%. X gzlder
altsa: .

Denne Riemann'ske metrik kaldes ofte den flade Riemann'ske
metrik ps E".

Nar E? opfattes som Riemann'sk mangfoldighed, er det med
den flade metrik, hvis intet andet udtrykkeligt fremhmves.

Eksempel _9.8. Lad M2 og Nk vere differentiable mangfol-
digheder, og lad F : M ~—N vere en immersion, Antag endvidere,
at (-,-)N er en Riemann'sk metrik pid N.

For ethvert p &€ M lan vi nu definere cen bilinesr form

‘e 5 T st J
(+, )M,p pa pM ved fastsettelsen
(Xp’Yp)M,p = (;-*(xp),F*(Yp))N,F(p) pr,Yp € T M.

Vi far herved defineret et covariant tensorfelt (-,-)M af
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grad 2 pa M.
D= (',')N er symmetrisk, er det klart, at (',')M bliver
symmetrisk,

Betingelsen, at F er en immersion, sikrer, at (-,-)M bli-
ver positiv definit. Hvis X, + 0, gzlder nemlig, at

F*(Xp) + 0 (F*n er 1-1-tydig, Definition 3.15), og derfor, at

Differentiabilitet af (+,+),, kan vi pivisc siledes:

Velg kort x : DC 2 M ra M og ;{_:EgEk—-él‘I pa

N med koordinater henholdsvis (uq,...,u ) € D og (v1,..,vk) €E.

I det fglgende kan vi endvidere uden indskraznkning antage, at
x(D) € F~ (g(E)).
~ Antag, at

il

V:'I (u']gooc,un)

-~

. e ® F2

V.
K

1

Vk(u'l 5 & .’uﬂ)

er koordinatbeskrivelsen af F m,h,t, kortene x 08 Y.
Hvis 85 3 mbetegner komponenterne for (-,-)M m.h.t.
kortet x og 21,m komponenterne for ("°)N m.h.t. kortet
Y, far vi:

€13 (l‘ui’l‘uj)m

= Falx, )5Falxy Dy
1 J
k. av I v
A 1 i
= —= v it
\lL:.i li .\_vl ) mg'] auj X\rm)N
k Qv ov.
_ - 2l ., 9mnm
- %;%g% E1m ou4 auj '

Idet ‘glm or differentiabel ifglge T,) i setning 9.3,
fglger heraf, at gy; or differentiabel V’i,j = 1,444,n.
Igen ved brug af TE) 1 sztning 9.3 slutter vi s3, at (-,')M
er differentiabel.

V1 har dermed bevist, at (+,+), bliver en Ricmann'sk
metrik pé M. Denne motrik kaldes den af immersiocnen F indu-~
ceredc meotrii pi M,
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i tilfeldet, hvor M er en del-mangfoldighed af LX.
1
Hvis (s,+) er den flade Riemann'ske metrik pd EY, er
den inducerede Riemann'ske metrik pd M fastlagt ved:

(X Ypdy p = (T (Xp) s T (V) ‘U/xp,yp € T M,

hvor I : M«——+Ek

Det indre produkt af tangentvektorer i ct punkt af M
udregnes altsid ved fglgende regel:

er inklusionsafbildningen.

Opfat tangentvektorer til M som sadvanlige vektorer 1

B og tag sd det sadvanlige skalmre produkt i <,

Specielt dzkkes flader i E3 ved dette cksempel. Hvis
intet andet er fremhzvet tenkes en del-mangfoldighed af et
euklidisk rum altid forsynet med den inducerecde Riemann'ske
metrik fra det omgivende rum.

3

£

der, der kan forsyncs med en Riemann'sk metrik, Vi nazvner

uden bevis, at en ngdvendig og tilstrzkkelig betingelse er, at
mangfoldigheden som topologisk rum cr et parakompakt Hausdorff
rum, Dennc betingelse vil vare opfyldt, hvis mangfoldigheden er
et Hausdorff rum, hvor topclogien har en tellelig basis. I man-
ge fremstillinger legger man dette (svage) bé&nd pd mangfoldie-
hedernc fra startcn, og sikrer herved som nevnt, at alle de
mangfoldigheder, man betragtor, tillader en Riemann'sk metrik.
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fn Ricmann'sk metrik pa en differentiabel mangfoldighed M
giver en kanonisk isomorfi af tangentbundtet T(M) pi det
duale tangentbundt 7 (M).

Som introduktion til dette minder vi om fglgende funda-
mentale satning fra teorien for vektorrum med indre produkt,

Segtning. Lad V vwvere et n-dimensionalt vektorrum over

legenet k med et indre produkt (-,¢). S84 findes en kano-
nisk isomorfi

*
MtV —V
defineret ved fastsattelsen
n(v) (w) = (v,w) Vv,w e V.

Bevis. Det er klart, at m er line=mr.

Lad nu ie1,...,en& vere en ortonormal basis for V. Sa

fglger straks, at

*4
e

m(ei) = Vi = 1?.'.’11.

Dette bevigser, at m er en isomorfi.

Setning 9.1o. Lad M vzre en Riemann'sk mangfoldighed med

Riemann'sk metrik (+,*). S& findes en kanonisk bundt isomorfi
af 7 (M) pd T Dbeskrevet ved det kommutative diagram

T(M) — S
" \ /

hvor m er deflineret ved fastsettelsen

(X)) (¥,) = (X, Y0 Vo e M, VAp.,Yp e T M.

. .
1. o=m|T M T U — T M
I*p p p

nctop er den kanoniske isomorfi bestemt af det indre produkt
(*5+), pa T M. '

Da = sdledes er ¢n isomorfl pd cthvert fiber, skal vi
ifglge sztning 6.9 blot bevise, 2t m  er en differentiabel af-
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bildning for at have bevist saztningen.

Lad dertil x : DC E® — M vzre et kort pd M med koor-
dinater (uqy...,u ) € D og lad X og t,'iﬁ vare de tilsvarende
kort pd henholdsvis T(M) og T*(M).

Hvis
(*,*)|x(D) = i gy; du; ® du,
i,j=1 J J

finder vi:
Heraf fglger:
n
m(x ) = . s du. Vi = 1 cesqlle
Y4 JL_T 1) e

S8 far vi:

X1

X m "_Jf (u1,...,un,t1,...,tn)
1T &
m(%;Tt ,gui(u1,...,un))
n_ .
=_}£ (i_:Z»] tl m(zui(u-],ooo,llrl)))

D o.
= X (i;/l 190 (j>:_:]_ gij(u1,...,un)duj(u1,...,un)))

M

. n . -
= (111,.-0’1111, tl.gi‘] (u1,00.9un)3l00,§ tl gin(u'],cn',un))

1=
Y(a,eeu) €D og V(t',...,t% e BT,

Da g;j er differentiable funktioner, viser dette, at m
er differentiabel,
Dermed har vi bevist sztningen.

For en Riemann'sk mangfoldighed M etablerer isomorfien i
setning 9.70 en 1-1-tydig korrespondance mellem vektorfelter pi
M og covariante vektorfelter (eller 1-former) pa M,

Betragter vi specielt differentialet df af en differen-
tiabel funktion f : M--—-—)E1 svarer hertil et differentiabelt
vektorfelt pd M, kaldet gradientfeltet for f og betegnet med
grad f.

Pr. definition har vi altsi:
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m o grad f = 4f
eller pa diagramform:

T (M) — 3o r*(M)

LN

{
grad f ’.'T},[

Vi bemerker, at grad f afhenger af den Riemann'ske metrik

pd M via m. _ )
Hvis X er et vilkdrligt differentiabelt vektorfelt pi

M, far vi:

X[f] = af(X)

(megrad £) (X)
(grad £,X) .

li

Formlen
Xff] = (grad £,X)
generaliserer den fra analysen kendte formel for 'den retnings-
afledede" af en funktion.

I et koordinatsystem x pd M med koordinater
(u1,...,uq) € D<C E®  har grad f fremstillingen:

i
a” x
Uy

P

grad £| x(D) = 2

ju
)
-

Antag endvidere, at
n

() x(D) = > B3 du; @ dug.
1y40=

Vi gnsker at udtrykke koordinatfunktionerne a’ ved de

partielle afledede af f o0g komponenterne gij i den metriske

tensor.
I beviset for sztning 9.%0 har vi observeret, at
S
m{x ) = 3_ g.. du. Vi=1 S < I8
Uy j=1 +d S
Vi far derfor nu:
I ar
2 E=— gu, = 4f|x(D)
j=1 ou J

megrad T| x(D)
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=3 — at g . au,.

i,j=1 iJ J
Dette giver matrixligningen:

g”....g»]n'

au1,...,aun) = {a y.4442

gn1ooagnn

Da igijﬁ er symmetrisk, fir vi ved at transpcnere denne
ligning: ’

of 1
b"'u:I }g—l-]con-gfln a
B:E. [l L .n
ou, nteve8pyp ) { &

Idet matricen {gij% er positiv definit, er den specielt
ikke-singular, Den har derfor en invers matrix, som vi betegner

med {gij} . Elementerne glJ bestemmes altsd af ligningerne:

Lgl gka CS-‘ vijj= 13--0,11.

=1 1]

Vi ser nu, at den i'te koordinatfunktion for grad f m.h.t.
kortet x er givet ved:
n .
ij af
ai = E___g : 5—“
3=

U.
o

Der gzlder altséa:

By
grad £ |x(D) = 2___ (S g*d g'z-:-)x

Eksempel 9,11. Betragt 7 med sedvanlige koordinater
(u1,...,un) e E'. Hvis EV forsynes med den flade Riemann'ske
metrik, er {gij} identitetsmatricen, -{glJ} er derfor ogsa

identitetsmatricen. S& fair vi:

grad f = §n Qi_ )
i=1 0uy Ty
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Bemgrkning. Elementerne gla kan fortolkes som kompo-
nenterns for 2t contravariant tensorfelt af crad 2 pad M,

Dette tensorfelt kaldes ofte dzn contravariante metriske tensor
eller den contravariante metriske fundamentalform pd M. Se

opgave 5,

Bemzrkning. Isomorfien i sztningle kan opfattes som et
specielt eksempel pa de operationer man i klassisk tensorana-
lyse kalder for "at hzve og sznke index", Skrevet som tensor-

bundter (opgave 5) har vi bundt isomorfien

Tion v TSan.

I kocrdinater zzlder, at

n . . n . .
ay = S g.. a’ og at = > gt oa,
=T +d =] J
J J
for et vektorfelt
!
Z_.a X
=1 M

og et contravariant vektorfelt

E%H
—_a., du.
FET R S

som korresponderer under bundt isomcrfien,
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et e e L e e gy

Opgave_l. Lad & = (E,n,B) og b= (&', ,B) v=re

differentiable vektorbundter med samme bazis 3.
Betragt triplen
g@a = (EQE', _7;;-, B) 1
hvor E® BE' = U E. ® E
x€B = X
og W afbilder E, ® El pi x € B,

Hvis U< B, s og s' er tversnit i henholdsvis tlu
og '}IU defineres pd oplagt mdde et tversnit s ®s' i

seilu.

Vis, at man pd en og kun en mdde kan give E @ E' diffe-
rentlabel struktur, sledes at s ® s' er et differentiabelt
tversnit i §éD§IU3 hvis s og s' er differentiable tver-
snit i henholdsvis §|U og }IU.

Vis, at med denne struktur p& EZ ® E' bliver }‘3} et
differentiabelt vektorbundt over B,

F®J kaldes naturligt for tensor produktet af bundterne

§ og % 5

Vis, at der findes kanoniske bundt isomorfier:
N fe)wv I8k
2) (§8%)el ~ Fao(Bel).

Opgave_3. Lad }1,_%2,31 og 32 vere vektorbundter

over B, oglad f: §,—>¢&, og g : 31"—%’%2 vere bundt
afbildninger med fg = gg = 1
Definer

(f@gly : B(§) ®E(Dy) —>E(EF,) @ E(%,)

ved fastsettelsen
b
@ eplE ($)® B (%)) = (), ® (), Vxen.
Vis, at f® g = (TB,(fta g)p)  giver en bundt afbildning
I®c: §160 %71 =50 3%, .

B.
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f ® g kaldes for tensor produktet af bundt afbildningerne
f og &g.

Undersgg de funktorielle egenskaber ved konstruktionon
af tensor produkt af bundter og bundt afbildninger,

Konstruer vektorbundter

TR0 = (TR(TAD), TN
og
TEOD = (TH(TD), )

for alle r 2 1 ved at anvende de differentiabel funktorer

% og T: pd tangentbundtet 7T°(M) for M.
Lad x vzre et kort pd M med koordinater (u1,...,un) eD.
Vis, at tversnittene

l(_‘u'i@ ooo@é,ui fOI‘ i-‘l,a-ogir: 1,...,!1
1 r

giver en trivialisering af ?’ﬁ(M)I;(D), og at tvaersnittene

dui1® ...®duir for i1,o.o,ir= 1,...,1’1
giver en trivialisering af 'C'; M) |x(D) .
Betragt dernzst vektorbundtet

TTOD = TI0D ® TL(.
Idet fiteret over p €M 1 TL(M) netop er

r _ y * *
TS(TpM)) = TpM® con @TpII®TpM® o ®TpM

(r Xkopier af TpM og s kopier af T;M), kalder man ??z(M)
for bundtet af tensorer af contravariant grad r og covariant
grad s over M, eller bundtet af tensorer af type (r.s) over
M.

Et tversnit i Z'E(M) kaldes tilsvarende for et tensorfelt

af type _(r.s) pad M.
Vis, at tversnittene
'&ui-i@ ...nguir® duj1® ®dujs,
hvor alle index kan antage verdier fra 1 til n
trivialisering af f“g(M)lg(D) for ot kort x p

giver en
M.

~

To
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Et tversnit T i ngfM) har over x(D) koordinatfrem-
stillingen:

T | x(D) -ZT;; 511@ @K, © Wy® ...@dujs .
1100l 'r

Funktionerne 31...jr kaldes komponenterne for T m.h.t.
kortet x.

Formuler og bevis differentiabllitets kriterier for T.

Find transformationsregler for komponenterne af et tensor-
felt ved skift af koordinater. '

Observer til slut, at der findes en kanonisk bundt isomorfi

T Y TMDO ..ATMN @ TFMN @ ... ® TF(M)
(r kopier af (M) og s kopier af T*@)).

Vis, at der for r > 1 findes en kanonisk bundt isomorfi

mg oz TI00 — T I,

Hvis m er bundt isomorfien i satning 9.70, er mz givet

ved:
ro_
" T e O lean® O lpan® - O Yy -
\\—-——""—-—N

r-1 8
Betragt tilfazldet r =2 og s = 1,
mi : 7500 =T .

Lad T vare et tensorfelt af type (2,1) og T et tensor-
felt af type (1,2) pd M.

Antag, at -
i
T|x(D) =§ Tj1 gggu ® x, ® du
= 7i
T D) = T - . .
| x(D) 313, gui® dua1® du32

for et kort x pd M med koordinater (u1,...,un) € D<C ED,
n ii i i 14 3qd
2 1+2
O
g1231 g %? 313 g )

hvis T og T korresponderer ved m?.
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Operationer af denne type kaldes i1 tensoranalysen for
"at have og senke index".

Betragt 1 tilfzldet r =2 og s =0 bundt isomorfien:

mome : T200 — T30,

Vis, at tensorfeltet af type (2,0), som ved denne bundt
isomorfi afbildes pd den metriske tensor, har komponenterne
gij m.h.t. et kort x p4d M, hvis den metriske tensor har

komponenterne gy ; m.h.t., X.

Opgave_ 6. Lad M vasre en n-dimensional differentiabel

mangfoldighed.
Vis, at der for .rii 1 og s> 1 findes en bundt af-

bildning ’Z T (M) -->2'r"1 (M) givet ved det kommutative diagram:
Ki
Tr(T(M)) — T ~1(Tan)

w\ Y

K1|T (T M) : T (T M)—%Tr"‘l(‘r M)

hvor

er kontraktionen defineret i opgave 16 Appendix 2 for ethvert
peM ( ng(M) skal opfattes som det trivielle liniebundt
over M).

Afbildningen K% giver en afbildning af tcnsorfelter af
type (r,s) pi& M pd tensorfelter af type (r-1,s-1) péd M
kaldet kontraktion af et tensorfelt m.,h.t. index i og Jj.

Lad nu T vzre et tensorfelt af type (r,s) pd M. Find
komponenterne for K%(T) udtrykt ved komponenterne for T
m,h.t. et kort x pa M,

Opgave_7. Lad M?  vere en del-mangfoldighed af en
Riemann'sk mangfoldighed Nk med Riemann'sk metrik (-,°).

Betragt b’p € M  fglgende underrum af TpN:
MM =FX) € TN (Lo (1), %) =0 VY e ruk .



174,

Betragt nu triplen

hvor N(M) = L,& N .M og Trv(M) afbilder NM pd peM
V'p € M. D€
Vis, at N(M) kan gives en differentiabel struktur, si-
ledes at Y (M) Dbliver et differentiabelt vektorbundt.
Y (M) kaldes normalbundtet foer M i N.

Opgave 8. Lad f : e vere en differentiabel af-

bildning, og lad a € E1. Antag, at M = f'1(a) 1 4, og at
dfp=|=0 VYp e M,

Vis, at M er en differentiabel mangfoldighed, og at
normalbundtet for M i N er trivielt,

Opgave_ 9. Lad MY vere en Ricmann'sk mangfoldighed.

For ethvert p e M szttes
- =1},
S(TM) = §%, € Tl (x,x) =1}

Lad nu

s(T(M)) =-U S(TpM) .
peM

Vis, at S(T(M)) kan gives struktur som en (2n-1)-dimen-
sional del-mangfoldighed af T(M). )

(Hint: Betragt afbildningen f : T(M)——~9E1 defineret ved
fastsettelsen f(Xb) = (Xb’Xp)p for enhver tangentvektor Xp
til1 M).

Triplen (S(T(M)), 7y,M) kaldes sfero-bundtet for M,

tilhgrer den mere omfattende klasse af fiber bundter,

Hvad ¢r sfzre-bundtet for S1 ?

Vis, at der findes en entydig bestemt Riemann'sk metrik pa
RP", sdledes at projéktionen

ky ¢ 8" —> rP?



175.

inducerer den sazdvanlige Riemann'ske metrik pa st (d.v.s. den

Riemann'ske metrik induceret fra En+1).

2
Opgave_11. Lad é: vere sferen i 53 med radius 1 og

Lad
2

P: 9 - (0,0,2) ——> E2

vEre stereogr%fisk projektion fra '"nordpolen'.
5 ° have den inducerede Riemann'ske metrik fra ES,

Lad
P-1 inducerer en Riemann'sk metrik (.")st- pa E2.
Vis, at
- 1 .
1740 2
(1+ )

.2 _ 2

(¢y¢) Dbetegner den flade Riemann'ske metrik pi E2.

E2 med den Riemann'ske metrik (',-)St kaldes for

den_stereografiske vlan.

lad f og g vere differentiable reelle funktioner pid M.

Vis, at
grad(f.g) = grgrad f + fegradg.



176.

§ lo. Vektoranalyse pd en orienteret Riemann'sk mangfoldighed.

I donne paragraf skal vi se, hvordan den klassiske vek-
toranalyse kan passes ind i teorien for differential former.
Herunder vil vi vzre s& generelle, at vi kan overfgre de klas-
siske differential operatorer gradient, divergens og Laplace
operatoren til en vilkarlig orienteret Riemann'sk mangfoldig-
hed.

Vi genkalder fgrst visse definitioner vedrgrende orien-
tering af reelle vektorrum.

Lad V vag%égzégfﬁmmnsionalt reelt vektorrum, og lad
-javere mengden alvPaser {81,...,8n3 . {f1,...,fn§ ete, 1 V.
Vi gnsker at definere en relation i 33 s, som betegnes med :;f
og lmses "bestemmer samme orientering". Da /\ K(V)(;'CZD(V;E1))
er l-dimensional, vil 2 vilkdrlige n-linemre alternerende for-
mer %,y € A X~ img vere proportionale, Fglgende defini-
tion af o' er derfor uafhangig af valget af x € AX(V) éo}:

{G-;,.o.,t:‘ng x {f»]j...,fni'

{{"_1._....,»;"; X(Eb],...3en)ux(f‘|gooo,fn) > 0 )
(x(e1,...,en)-x(f1,...,fn) > 9 fortgller blot, at verdien af
X pa de 2 baser har samme fortegn).

Det er klart, 2t ﬁﬁ bliver en :kvivalensrelation i J med
netop 2 szkvivalensklasser.

1. En orijentering af et reelt vektorrum V

er et valg af en ud af de 2 zkvivalensklasser, hvori baserne
for V ear delt., Baserne i den valgte skvivalensklasse siges

at vere positive baser og baserne i den anden mkvivalonsklasse
negative baser. En n-form x & A X(V) ~{ 0¢ , som antager

positive verdier pd de positive bhaser, kaldes en positiv n-form.
Hvis x ¢ A S(V) \{ O} antager negative verdier pd de posi-
tive bascr, kaldes x° en negativ n-form.

Det er Xlart, 2t ethvert sndeligt dimensicnalt reelt
2

3
vektorrum har pracis orisnteringer,
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Vi bemerker csndvidere, at en n-form x € /\ K(V)\fof
fastlegger en orientering af V, idet baserne {e1,...,en}- med
x(e1,...,en) >0 velges som de positive baser. Med denne
orientering af V bliver x en positiv n-form pid Vv,

Hvis x,y € /\é(V) \{Of y og y=ax med a> 0, be-
stemmer x og y samme orientering af V.

Lad nu M vere en n-dimensicnal differentiabel mangfol-
dighed.

Vi vil sige, at M er corienterbar, hvis ethvert af
tangentrummene for M kan forsynes med en orientering, siledes
at disse orienteringer i tangentrummene hen over M er kedet
"differentiabelt” sammen. Vi kan ggre dette przeist ved hj=zlp
af differential former.

Definition 1o0.2. En n-dimensional differentiabel mangfol-

dighed M siges atvare corlenterbar, hvis der findes en differen-
tial form ¢ af grad n pAd ¥, sledes at w +0 VpeM,

ferminologi. En differential form w af typen i defini-

tion 10,2 kaldes et volumen madl pad M,

Hvis  er et volumen mdl pd M, giver (p ., som ovenfor
bemsrket, en orientering af T .M ¥ p e M, Differentiabili-
teten af (v keder disse orilenteringer "differentiabelt" sammen.

Antag nu, at M er sammenhzngende,
Hvis «) 0g ' er 2 vo%umen mal pAd M findes en diffe-
rentiabel funktion [ : M- E med f(p) 0 {/p e M, sile-

des at ' = fw . Da M er sammenhmngende, viser et topolo-
gisk argument, at f£(p) > 0 Y p e M elier f(p) <0 {'p e M.

Vi siger, at de 2 volumen mdl () 0g (' pd M Dbestemmer
samme orientering af M, hvis f(p) >0 Vo e M,

Relationen "bestemmer samme oriontering” deler klart vo-
lumen malene pd en sammenhzngende orienterbar mangfoldighed ind
i netop 2 :kvivalcnsklasser,

tiabel mangfoldighed M siges at verc orienteret, hvis der er

foretaget 2t valg af =zkvivalensklasse af veclumen mdl pd M, Et
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volumen m&l i den valgte zkvivalensklasse kaldes et positivt
volumen mal, og et volumen mdl i den anden zkvivalensklasse et
negativt volumen mal.

En vilkarlig orienterbar differentiabel mangfoldighed siges
at vare orienteret, hvis enhver af dens sammenhzngskomponenter cr
orienteret.

Det er klart, at enhver sammenhmngende, orienterbar diffe-
rentiabel mangfoldighed kan orienteres p& netop 2 mader.

Egggmgg;_lgég. Betragt ' med sedvanlige koordinater
(u1,...,un)e E® hgrende til kortet X = 1En .
Differentialformen
UJ = du‘]"\ [ 33 ] Adun

er klart et volumen mal pa E?, E® er altsa orienterbar.
N&r ER orienteres sker dette ved at udpege w som et
o n
positivt volumen mdl pd E . Dette betyder, at {_§u1,...,§ﬁnk

giver en positiv basis i hvert tangentrum for B,

7 Q 3

3 £ T a £ 3
7 I—ar }—»g
7

ra

| > =
Fig, 19 /

Hvis S : EP——E? er spejling 1 0O € En, d.vV.S.:

S(u‘l’cnu,un) = (-u1,...,-11n)

observerer vi til senere brug, at

S*(w) = (-N"w

Nar vi benytter, at S* er en algebra homomerfi, som
kommuterer med det ydre differential, fglger dette ved udreg-
ningen:

S*(w)

il

%
S (du1A ...‘Adun)

* *
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|

d(uy8)~ ... Ad(u,8)

1]

d('u1)A e Ad("un)
('1)ndu-1f\ soe /\dun
(-H% w

Il

Eksempel To.4% slut.

Fglgende smtning viser, at orientiabilitet bliver geome-
trisk anskueligt for en stor klasse af hyperflader i1 euklidiske

ruam.,

immersed +1
Setning l1o0.5. Lad M* vare envdel-mangfoldighed af EO

===t ety

og antag, at der findes et differentiabelt normalfelt 7z p& M,
séledes at 2,4 0 ¥p eM. Sier M orienterbar.

Bevis. Lad (u1,...,un+1) € En+1 vere de sazdvanlige koor-

En+‘1 ‘

dinater pd ! ngrende ti1 kortet x=1
Der findes entydigt bestemte reelle funktioner

2y ¢ M-——gE1 for 1=1,...,n+1,

sdledes at
n+-1

z(p) =5?___1' 24 (p) gui(p) Vp e M,

Differentiabilitet af Z kan nu udtrykkes ved, at funk-
tionerne 2z; er differcntiable (sztning 6.16).

Vi skal have defineret en differential form w af grad n
pd M s& wpz,L-O Ve M
Definitionen forlgber saledes:

1 n
wp(xp, .l.,Xp)

)
= (@ugn el Adup ) (T, 00D, e ve, T (X0),2)

for ethvert szt af tangentvektorer X;,...,Xg € TpM.

Det er klart, at Wy bliver en n-linemr alternerende
form pa TpM b’p € M., ?et er endvidere klart, at qu 0
n s g .

Vp e M, for velges ijxp,...,Xb & som en basis i T,M  bliver
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1 n : ﬁ n+
{1*p(xp),...,1*p(xp) tzpk en basis 1 T E™,

For at have bevist, at (v definerer et volumen mdl pd M,
skal vi nu blot indse, at w er differentiabel,

Betragt dertil et kort y : E € En+1——9 gt pa En+1,

——

sdledes at y | EnE® er et kort p& M. Hvis (v1,...,vn+1) €E
er koordinaterne for y, svarer M ~ y(E) prazcis til punkterne
med koordinaten v 4 = 0. ¥ | EAE® er et arvet koordinat-

system p& M (sztning 3.23).

“
Fig. 20

Hvis

..In

vil a = w( e ).
1...1’1 MV-], ’mvn -
Vi finder nu:

8-'1...11 = w(x'v1""’x'vn)

(h+1 oV ntl duy

= duq4 ™ «.ordu ;"""’"_ yese ;___

1 R R = T
nt+

- )
2 0 U6y OUg
- Sign G - _u oo ——Lrll . .
65,11 o Vy oV, 25 (n+1)

Dette udtryk viser, at a, n ©r en differentiabel

funktion pa y(E N En). Da vi kan overdzkke M med arvede
koordinatsystemer, viser dette, at w er differentiabel.
wer altsd et volumen mdl pA M, og beviset er fort.
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Bemzrkning. Et differentiabelt normalfelt pd en hyperflade
M i En+T inducerer altsd cen orientering af M fastlagt ved
volumen mdlet konstrueret i ovenstiende sztning., De positive
baser i et tangentrum for M ved denne orientering er pr=zcis

dem, der ved supplering med normalen giver en positiv basis i
det tilsvarende tangentrum for En+1.

Lad x = 1En+1 vere det szdvanlige kort pé En+1 med

+1

P4 S® kan vi betragte enheds-normalfeltet Z, givet ved
n+1 n

Z giver en orientering af st fastlagt ved volumen milet
_O_, hvor
y
_Q_p(xp,...,%)

1 n
= (du']/\ *e .Adun+1 )p(I*p (Kp) EEER] I*p (Xp) ,Zp)
for ethvert szt af tangentvektorer Xf,...,Xn e T _s™,

Denne orientering af Sn, fastlagt ved hjzlp af den udad-
rettede enheds-normal til S%; er standard orienteringen af S%.

Lad nu A : 8%—>8" vsre den antipodiske afbildning.
S4 gzlder formlen

a0 = (-0,
Bevis. Hvis 5 : En+1——+ En+1 er spejling i 0 € Em'1
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(eksempel lo.k) gelder trivielt
SI = 1A : SR — ™,

Vi bemzrker endvidere, at

Sup(Zp) = Zy(p) Vpes®

{overvej dette).
Setter vi w = duy»s ...f\dun+1 og benytter resultatet

s*(w) = DM w

fra cksempel lo.h, galder fglgende udregning for ethvert szt
af tangentvektorer Xp,...,xg € T M:

(a*(Q1)) (Xp,...,Xp)

- QA(p)m*p%),...,A*pocg)>
wA(p)(I*A(p)A*p(Xp),...,I*A(p)A*p(KE),ZA(p))
= ws(p)(s*pl*p()(;),...,S*pI*p(K?),S*p(Zp))
(8% () (T (1) 5+, Ty (K1), 2)

1l

n+1 1 n
("1) wp(I*p(xp),ooo,I*p(Xp),Zp)
_ (o n+1 1
= (0L o0, XD).

Af denne udregning fglger:

ar () = (-1y8+3 _O_p Vo e s .

Dette beviser formlen.

—

Fglgende ilgux viser geometrisk hvorfor A "vender"

Z% X

orienteringen pa S
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Bemzrk, at %XL,X%,Z § er en hgjre stillet basis 1 rum-

met, mens iﬂ*p(xp)’A*p(Xp)’ZA(p)k er venstre stillet.

i 1,X2f er derfor en positiv basis i T 32, mens

iA*p(X;),A*p(X%)} er en negativ basis i TA(p)SZ. (Se opgave 4).

Fksempel lo.6 slut.

n-dimensionale reeclle projektive run rRPY,
om RP® gelder:

RP:  er orienterbar,hvis n_er ulige,og ikke orienterbarI
hvis n er lige.

For at bevise dette betragter vi projektionen

Kk, : S®—>RP",
Antag nu, at RP® er orienterbar, og at w er et volumen

mil pd RP". Som vi skal se, fgrer derme antagelse til en mod-
strid for n lige.

Da kq er en immersion (k4 afbilder tsmi" kort pa st
diffeomorft pé deres billeder i RP™), bliver kf(w) et volu-
men mal pa g, Dor findes derfor en differentiabel funktion
£ P —>E med £(p) 40 VYope s®, saledes at

KF(w) = £ £,

nvor L1 er volumen milet p& S 1 eksempel lo.6,
Do, SP er sammenhzngende, mi der gzlde, at

£(p)> 0 Y pes® elier f£(p) <O Vopest.
Idet vi benytter, at kqA = kq (trivielt), far vi:

£ 0 = xHw) = &) *(w)
= A*(k¥(w)) (setning 8.14)
= A*¥(£LL)

(£A) A% (L) (A* algebra-homomorfi)
] (-1)n+1(fh)1)_(eksempel 10.6).
Da _Qp 10 Ypes®, far viheraf ligningen
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£ = (-1 gp,

Hvis n er lige, fglger det af denne ligning, at £(p)
og T(A(p)) har modsat fortegn Ve s®, Dette er i modstrid
med egenskaben f > 0 eller £ <0 pd s,

Der kan derfor ikke findes et volumen mil pd RP?, nar
n er lige. Med andre ord: RP® er ikke orienterbar for n
lige.

Vi beviser nu, at RP" er orienterbar for - n ulige.
Dertil bemzrker vi fgrst, at

1 n
LOFYIY ¢ W¢ 9 FRPRRY Wie o)

1 n

(A*(€D)) (K e e %)
n+1 1 n
("1) ﬂ p(xp,ooogxp)

_._(lp(x?,...,xp)

for ethvert szt af tangentvektorer X;,...,Xg e T _s”,
P4 grund af denne relation, og fordl (k1)*p og (k1)*A(p)
afbilder henholdsvis TpSn og TA(p)Sn isomorft pa

Tk1(p) RP®, kan vi uden indbyrdes modstrid definere

wk1 (p) € A K(TIH (p)RPn) ~ i 0} ved fastsettelsen:
1 n
Wi, () (061)xp () o0 (ke (D))
= QP(X;, ...,)d.’pl)

for ethvert szt af tangentvektorer X;,...,Xg € TpSn.

Med andre ord: Vi kan fastlm=gge et volumen mal w pa RP"
for n wulige, sdledes at
k#(w) = .I)_ .
Dette beviser, at RP" er orienterbar for n ulige.
Eksempel 10.7 slut.
P4 en orienteret, Riemann'sk mangfoldighed M er man

interesseret 1 et positivt volumen mdl, som harmonerer med den
Riemann'ske metrik.
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Hvis pe M og iE;,...,Eg} er en positiv, ortonormal
basis 1 TpM findes en entydig bestemt n-form de € /\;(TpM),
sdledes at

1 _
avp(Ep,...,Eg) = 1,

Hvis {'ﬁ;,...,ﬁgk er en vilkérlig anden positiv, orto-
normal basis i T M, findes en ortogonal matrix { aijl
(transponeret = invers) bestemt ved

=1 _ j _ 4 .
Ep %2% ay3 Ep for 1 geseglle

Vi finder nu:

=1
dvp(Ep,...,Eg) = det {ay4} .
+
Da {aijﬂ er ortogonal, er det {-aijk = %1, og da
begge involverede baser er positive, derfor +1.

Det fremgar si, at de er karakteriseret ved, at dens

verdi ps en vilkérlig positiv, ortonormal basis i TpM er 1,

n-formerne de definerer et tversnit 4V 1 ;{K(M).
Som vi skal se, er dV differentiabel og definerer derfor et
volumen mil p2 M. Dette volumen mil kaldes ofte for det
Riemann'ske volumen mil pi den orienterede, Riemann'ske mang- .
foldighed M.

Bemerkning. Betegnelsen 4V skal ikke antyde, at 4V

e e

or differentialet af en differential form af grad n-1 pd M.
Betegnelsen skyldes, at dVv optraeder 1 rollen som det infini-
tisimale volumen element.

Koordinatfremstillinger af 4V Dbliver smukkest 1 kort,
der harmonerer med orienteringen pd M, Derfor fglgende defil-
nition:

et b ey

(u1,...,un) €eDC E? pa en orienteret mangfoldighed M siges
at vaere et positivt orienteret kort, hvis ! ;uj(p),...,zu (m}
' n

er en positiv basis 1 TpM V’p € x(D)., Eller zkvivalent:

M Vp e x(D).

(duq A~ ...z\dun)p er en positiv n-form pa TI
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Pty

hed M har et del-atlas for den differentiable struktur
bestidende af positivt orienterede kort.

pa M.

Vi behgver blot at bevise, at de lokale koordinatsystemer
i J overdzkker M.

Lad dertil x vzre et kort pd M med koordinater
(Bgyeeeruy) €D C E' og antag, at D cr sammenhzngende. Hvis

w er et positivt volumen mdl pd M, findes si en differentia-

bel funktion f : ;c_(D)———>E1 med f(p) # 0 \p e x(D), s&-
ledes at

duqA voe adu, = £+ (w]x(D)).

Da D er sammenhzngende, vil £ > 0 eller £ < 0 pa
x(D), Hvis £> 0 er x et positivt orienteret kort. Hvis
f< ¢ betragter vi

D! :{(V1!---3vn) € En | (—V1,V2’o.o,vn) € D}

og afbildningen x' : D'—>M definerect ved fastszitelsen

;'(v1,v2,...,vn) = ;(—v.l,vz,...,vn) V(v-l,..,vn) € D!
Man overbeviser sig nu let om, at x' er et positivt
orienteret kort p& M. Det er herefter let at indse, at EP er

et del-atlas ra M.

Tig. 23
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Lad nu igen M vare en orienteret, Riemann'sk mangfol-
dighed.

Vi sgger koordinatfremstillingen for dV 1 et positivt
orienteret kort x pid M med k?ordinater (u1,...,un) € DC 2,
Lad p € x(D), og lad 'LEp,...,Egi vere en positiv,
ortonormal basils 1 TpM. Lad endvidere {cijg vere matricen

bestemt ved, at

-

Da ‘iE%,...,Eg} er ortonormal,fglger heraf, at
n

83 (P) = (y, (a2 (B)p = &3 g * gk

icijk tilfredsstiller sdledes matrixligningen

igij(p)} = {cij} ) {cij} e
Idet

:
@05 (%, (0) e v esZy (P) detfes s} AV (EyyeeesBp)
N det{cij}

og basen {,3u1(p),...,5un(p)k er positiv, ser vi, at
detfessk> 0 .
Vi slutter sé:

| det{cijg =Vdet{gij(pg .
Deraf fglger, at

AV (5, (P)reeesZy (2D = Vaette; ;% - :

Da denne ligning gzlder for ethvert p e x(D), far vi nu:

e |
dv | E(D) =vdet{gij§ duiIA oooAdun »
Dette er den sggte koordinatfremstilling af dv 1 ct
positivt orienterct kort pd M. Da vi kan overdskke M med

positivt orientercde kort, viser disse fremstillinger bl.a.,
at dV er differentiabel. dV er derfor ot volumen madl pad M.

Notatiop. Sluvrelsen det{gy;} indgr ofte 1 formler. Vi
vil derfor bonytte forkortclsen e,
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G = det{g,,} ;

Pet Riemann'ske volumen mdl dV pa en orienteret,
Riemann'sk mangfoldighed M har altsd i et positivt orienterect
kort x med koordinater (u1,...,un) e PC ER fremstillingen:

av | _)&(D) = V-EIGU.»]’\ es e '\dun .

p =gt ey i el

Vi beviser fgrst en sztning om endelig dimensionale vek-~
torrum, '

vektorrum over k, og lad x € /‘g(V) \{0} vere en ikke triviel
n-form pd V. :
Svarende til x findes en kanonisk isomorfi

hvor 1(y) e V for y € A§_1 (V) er fastlagt ved kravet

YAV =(L(y),v*> x V¥ e v*,

afbildning 1 ved ovenstdende krav.

Dertil bemerker vi, at da dimV =n er dim A X =1,
X € /\;‘(v)\{o’; er derfor en basis for A X(V). Til ethvert
par af elementer y € AX (V) og v* € V* findes derfor en
entydig bestemt skalar a(y,v*) € k, "siledes at

y Av¥ = a(y,v¥)x .

Det er let at se, at

a(y,v*1 + v*2) = a(y‘,v*1) + a(y,v*2)
og
aly, Av*) = X aly,v¥)

for V*,V*1,V*2 e V¥, vy € f\;_ﬂ (V) og A5 K.
For fastholdt vy € /\3_1(‘!) cr tilorduingen
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v* g V¥ 77 Na(y,v¥) € k

s8ledes ¢t linesrt funktional pd V*, altsd et clement (V-
P4 grund af den kanoniske isomorfi mellem et endeligt dimen-
sionalt vektorrum og dets dobbelt duale rum, findes der derfor
en entydig bestemt vektor 1(y) € V, séledes at

a(y,v*) = <1(y),v*>  \Jv¥ e V¥ ,
Vi har dermed bevist, at der for ethvert y € /\§_1(V)
findes en entydig bestemt vektor 1(y) € V, sdledes at
¥y Av={1(y),v¥> x Vv* e v+,

Der findes altsd en entydig bestemt afbildning 1 som
foreskrevet.

Vi beviser nu, at 1 er linear. For yq,y, eN 3_1(V) og
v* € V¥ f4r vi:

(71 + y) A VE =y A v+ gy A v
= <1(Y1)9V*> X + (l(YQ):V*> X
= (1(Y1) + 1(Y2)$v*> X e

Da denne ligning felder for ethvert v¥* ¢ V*, md dcr,
som vi har set, gzlde, at

1(Y1 + Yz) = 1(Y1) + 1(Y2) VY1:Y2 € /\?1_1 ().

P4 tilsvarende made, ser vi, at

1(Ay) =2* 1(y) Viek, YVyeAx (.

Vi beviser nu til sidst, at 1 or en isomorfi.

Dertil bemzrker vi, at vi kan vmlge en baais{ C1yeesyCp ﬁ
for V med tilhgrende dual basis {e ,...,e*n& for V¥*, a- -
ledes at

1
X = e* A ... ac*!

(gennemfgr argumentet),
Fra Appendix 2 ved vi, at (n-1)-formern.

it

. -1 .
e*1A oo AT A o #1

A L. AC fOI‘ i_* I!...,
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udggr en basis for A * (V).
Definitionsligningen for 1 giver os nu!

4 {-1 i+1 n 1
(e®* A see ac*t A ¥ T A Lol ae¥®h) A e*d

1

-—. .+1 [
=<1(e*1A N N NP D PR 2 e*p Lo ne*t

for ethvert 1i,J = 15.e0,50,
Benyttes anti-kommutativiteten af A , fglger heraf:
<1t n cesnet T et A L ae®) exd > = (0P
for ecthvert 1i,J = 1,...,0
Dette viser, at
1(e*'a ... aext ™l a oxitl o aedy = (- ey

for ethvert i = 1,..., 0.

Da den linemzre afbildning 1 s&ledes afbilder en basis
for/\;’id(v) pa en basis for V, fglger det, at 1 er en
isomorfi.

Dermed er s=tningen bevist,

Svarende til isomorfien mellem vektorrum i sztning lo.lo
findes en bundt isomorfi, som vi nu skal beskrive.

Setning lo.11. Lad M vzre en n-dimensional, orienterbar

M.
.8varende til f) findes en kanonisk bundt isomorfi af
‘x;_1(M) p& 7(M) beskrevet ved det kommutative diagram

A1 (TaD) —L—100)

N\

* ~
hvor 1(wp) € TpM for W, € A X1 (TpM) er fastlagt ved
kravet

Wp A U.)'p = <1(<.up),w‘p> Qp Vf,u'p € T;M.
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1, =1 | A\ E_q (T ) Ak (T M) —>ToM

netop er den kanoniske isomorfi fra szining lo.710 bestemt af
n-formen _Q_ /\ *(T M) ~ '{ };

Da l saledes er en isomorfi pd ethvert fiber, skal
vi ifglge saztning 6.9 blot bevise, at 1 er en differentiabel
afbildning for at have bevist sztningen.

Lad dertil x vare et kort pd M med koordinater
(Ugyeeeyuy) €D S E®, Da de differentiable tvarsnit

dquAo.o/\dui_1Adui+1AoooAdur1 for i=1‘)0"’n

giver en trivialisering af Aﬁ_1(M) | x(D), og 1 er line=r
p& hvert fiber, er det tilstrakkeligt at bevise, at

er ot differentiabelt tvaersnit i T (M) | x(D) for i=1,..0yn
(overvej dette).
Da

__(:)_1 _)_{.(D) =O_(3£'Ll1"“’lcﬂn)du1n [ ] Adun
£a» vi ved at benytte definitionsligningen for 1:

. "\ e s e .
(duq A ooondu, 4~ dyy ndu, ) A du

i+1

D= <1(.A.),duj)ﬂ(iu1,,..,5un)du1h...Adun .

Disse ligninger for ethvert 1,j = 1,.00yn viser
(hvorfor ?), at

1(duy A Adus 4 A du, 4 A Adu ) = (-1 Eui
1 1—1 1+1 UT!. Q (_3_(111,0 c,%jl)
for ethvert i = 1,...,0.

Bemzrk, at ﬁjl(§u1,...,5u ) ¥ 0, fordi ﬁiler et volumen
mdl pad M. 7

Dette udtryk viser klart, at

L(Guqn wowAduy AU A e Adu,)

or et differentiabelt tvaersnit i T (M) | x(D) for ethvert
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i=1,...,n (D3 i setning 8.3 benyttes).
Som tidligere bemzrket afslutter dette beviset fer
setning lo.11,

I dette afsnit er M en orienteret, Riemann'sk mang-
foldighed med Riemann'sk metrik (*,°*) og Riemann'sk volumen
mal 4dv.

Ifglge smtning lo.11 giver 4V anledning til en kano-
nisk bundt isomorfi fra A A1) til T'(M). Den differen-
tiable afbildning 1 mellem total rummene giver derfor en
1-1-tydig korrespondence mellem differential former af grad
n-1 p& M (differentiable tvaersnit i ¥ 1(M) og differen-
tiable vektorfelter pd& M (differentiable tversnit i 7° (M)).

Ak (TOD) =21 (8)

A

Lad nu X vare et differentiabelt vektorfelt pa M.,
S& er 170X en differential form af grad n-1 pd M (vi
benytter © for at understrege, at der er tale om sammensztning
af dlfferentlable afbildninger). Anvender vi det ydre differen-
tial p&d 17 OX fdr vi en differential form af grad n pd M,
aqn” 10X) Da d(l har grad n findes en entydig bestemt
differentiabel funktlon (hvorfor ?)

div¥X M~—“9E1
s3ledes at

1

-1 g~ "ox) = divx - av.

Den skalere funktion divX kaldes for divergensen af
vektorfeltet X.

Forbindelsen mellem det her definerede divX og den
klassiske definition af divergensen af et vektorfelt pad E
far vi frem ved at betragte koordinatframstillinger af divX.
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Lad dertil x  vere et positivt orienteret kort pa M
I beviset for differentiabilitet af 1 (sztning lo.11)

har vi bl.a. indset, at

ik Ao Adu. -AdUL LA L., Ad
(duy Ardu, g Adug du_)
X

]
-

= (~-1)8-1

)
U
n

dV(E‘J.l,...,-'X-
for ethvert i = 1,...,n0.
Da
av | (D) = V&' dugn ... Aduy
far vi sa
1(@uqA oo Adu,_qAdu g A s Ade) = (<P L
1 1 n \f—G—‘

for ethvert i = 1i,...,n.

Lad nu X vere et differentisbelt vektorfelt pa ¥ med
koordinatfremstiiling

F

—
éx

X | x(©) =

|
il

i kortet x.
Benyttes ovensticnde formel for 1 f&r vi sa:

17 ox | x(D)

= == _-! n“i J_i’ r_\. 314 . )
12__;_1_( ) L LG (.AL.*'A PR i\dlli_I/\ClUi___1/\ LI Adun

Mir vi penytter egenskaberne ved et ydre diffcrential
samt anti-kormmutativiteten af A , {glger heraf:

n . Nod, .
a1 ox) jz() = 5 (-nynd @l V&) (-1 quya...Adu

=1 oYy L
1 D i,
S e (G T
i= i

A4 far vi:

1

(.-1}-”‘"1d(_1“ K 2 (D)

o ) 3 j 1 A l,rr.-'
ot I, ¥ q
- >.. - '“(\,.\) W? g N e .. Adi

i=1 Yo ¢ n



@

)l
o (L _5____3 t ul’E yaviz(o).
Pr. definiticn af divX fglger herafl:
I i
a1vK|x(D) = o=+ S 2L 1'1‘/8-
fc =7 oW
Dette er den sdggte koordinatfremstilling af divX 1
det positivt orienterede kort x pd I

P2 en orienteret, Riemann'sk mangfoldighed M har vi
nu indfegrt differential operatcrerne gradient og divergens.
Vi kan derfor ogsa deflnere Laplace operatoren & .

Hvis °f :}4——§B er en differentiabel funktion, sztter

vi pr. definition

A (L) = div(grad L) .

Da vi kender koordinatfremstillingen for grad f (side
168), far vi streks fglgende koordinatfremstilling af O ()
i et posltivt orienteret kort x pé& M:

(£) (D) = —= = ( yC¢ —
A l ..3..{.. V—G'l ﬁ—-j auj_ * g a 3

dinater (u1,...,u ) e Fn h¢rcnde til kortet x =1 o

Nir E* forsynes med den flade Riemann'ske metrlk og’
orienteres p& sadvanlig made (eksempel To.t), er x = 1qn et
positivt orienteret kort péa E" med ig g lig iden- o
titetsmatricen. Derfor er ogsé ig k ;dentltetamatrioen,

og G=1,

Hvis
X = t- « x
i=1 T3y
far vi sd:
divX = : aL—-
1“T Uy

<

3
3

. ol A1 » . ;. .
Hvis f : ©°"— E  er en differentiabel runktion,
vi endviderc, at

fs
1\.)

A (D) = —

va

i
—_

E I )
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Vi ser altsa, at divergens og Laplace operatoren, som
de er defineret her, er =n generalisation af de fra den klas-
siske analyse kendte cperatorer til en vilkarlig orienteret,
Riemann'sk mangfoldighed.

Fksempel 10,12 slut,

Gradient, divergens og, som vi snart skal =se, rotatio-
nen af et vektorfelt pa E3 er via kanoniske isomorfier defi-
neret ved hjzlp af det ydre differential. Man md derfor forven-
te, at de klassiske formler fra vektoranalysen kan afledes fra
egenskaberne ved det ydre differential. I det fglgende skal vi
undersgge dette,

Vi bemzrker imidlertid fgrst, at der findes en formel,
der forbinder de differentiable afbildninger m (sztning 9.10)
og 1 (sztning 1o.11),.

Lemma_lo.13. Hvis M er en orienteret, Riemann'sk

mangfoldighed med Riemann'sk metrik (°,*) og Riemann'sk
volumen mgl dV gzlder, at

1

(17 oX) ~ (mOY) = (X,Y)av

for ethvert par af differentiable vektorfelter X og Y pn& M.

Bevis, Da fglgende formel er rigtig VW op € M pr.
definition af 1, er den rigtig som en ligning mellem differen-
tial former =4 M:

(17 10%) A (mey)

il

<1o(1™Yoxy, moy av

I

<¥, mCY> av,
I"ar definitionen af m benyttes, ser vi, at fglgende
udregning gelder Y p € M:
< X, rnOY>P = <X, (mOY)p>P
gy mL) S o= m) (X))
(Yp,Xp)p = (Xp,Yp)p = (X,Y)p.

Heraf fglger, at

<X, moY > = (X,Y).



Lemmaet bevises nu ved at sammenholde de udledte form-
ler.

Som en anvendelse beviser vi fglgende formel, som
. . . =1
gelder for enhver differentiabel funktion £ ¢ M——E og

ethvert differentiabelt vektorfelt X pa M:

aiv(f+X) = (grad £,X) + f+divX.

aiv(e-x)av = (-0 aa loe.x))

= -1 e @ o)),

I det sidste lighedstegn har vi blot benyttet, at 1-1

er line=r pa& hvert fiber.

I den fglgende udregning henytter vi bl.a, 2 i sztning
8.6, dfinitionen af grad f, anti-kommutativiteten af A samt
lemma lo.13:

div(f.X)av

% ar A @7 ox) + (0P Teia @ ox)

(—1)n’1<m°grad £YA (1710X) + (fedivX)av

i

(1_10X) A (mOgrad f) + (£ divX)dv

(X,grad £) dV + (f divX)av

I

§ (graa £,%) + £divX} av,

Da de +0 VpeM fglger formlen direkte heraf.

T dette afsnit betragter vi E3 med sadvanlige koor-

b]
dinater (u4,4,,u5) € E hgrende til kortet x= T .. E3
1272073 53

udstyres med den flade Riemann'ske metrik og tamnkes orienteret
pad smdvanlig made., Vi bemmrker, at
aV = duq A du, & Gu3

s er det Riemann'cke volumen mdl pd i3



197,

Hvis X er ¢t differentiabeltl vektorfelt pd E3, er
d(mCX) e&n differential form af grad 2 p&4 M, Da 2 = n-1 1
dette tilfmlde, vil 1°d(mOX) derfor vere at differcntiabelt
vektorfelt pé ES, Dette vektorfelt kaldes rctationen af
vektorfeltet X og betegnes med rotX. Vi har altsd pr.

definition:

rot X = 124 (m°X).

Opgave_1, Vis, at

2t 9+° ot 3 t
rot X =(0u "o, )Xu, * (5‘11_3' ) (bu1 au )X
hvis X = t12_(u1 + 't _u2 + t3$ﬂ3-

Vektorproduktet XxY af 2 differentiable vektorfel-
ter X og Y pa E>  definerer vi s&ledes:

X»Y¥Y = 19(mPX) A (mOY)).

er den smdvanllge f*emotllllng af et vektorprodukt.

Hvis f: E;j ——9E1 er en differentiabel funktion, og
X er et differentiabelt vcktorfelt pa E3, gzlder fglgende
relationer:

rot(grad f) =
og
div(rot X) = 0.
Begge dissa relationer er en kecnsckvens af egenskaben
d° = 0 wved det ydrc differcntial (lemma 8.9), Prezcist har vi:

rot (grad £) = 104 (mO (n~ 0df))

10d (daf) =

og
Qiv(rut X) -dV = a(1”0(104 (m0X)))

= d(d(moX)) =
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Benytter man derivations egenskaben ved det ydrc
differential (2 i s=ztning 8.6), kan man endvidere bevise
formlerne:

rot (fX) = grad £xX + frotX
div(Xx¥Y) = (rotX,¥) - (X,rot ¥)

OPGAVER

(eksempel lo.k)

a) Vis, at de positive baser i tangentrummet for et
punkt p € E1 netop bestadr af vektorerne Xp 3 0,
hvor Xﬁs retning falder sammen med den sedvanlige
gcnnemlgbsretning pd E .

b) Vis, at de positive baser i tangentrummet for et
punkt p € E2 netop er de bhaser {X;,ng i Tpﬁz,

hvor man kommer fra retningen af Xp til retningen af
Xg ved at gennemlgbe en vinkel v med O<v<® imod-

uret.

¢) Betragt et punkt p € E3. Vi vil sigc, at en basis
{x;,x%,xgi i ‘I‘pE3 or hgjre-stillet, hvis xg fal-
der i det halvrum1for glanen udspendt af Xp og Xi,
der indeholder X.p X Xp (det smdvanlige vektorprodukt
i rummet). Vis, at de positive baser 1 T E3 netop

e
er de hgjre-stillede baser 1 TpE3.

Hint til b) og ¢): Brug f.cks. resultatet vedrgrende
elementere matricer udledt i § 3 opgave 19.

Opgave_5. Lad M og N wvere diffeomorfe differentia-
ble mangfoldigheder. .
Vis, at M or oricnterbar hvis og kun hvis N er ori-

enterbar.
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Antag nu yderligere, at M oo N eor orienterede,
og at L2 er et positivt volumen mil pa N,

En diffeomorfi F : M—sN siges at vare oriante-
ringsbevarende (-venderde), hvis F*({2) er ot positivt
(negativt) volumen mdl pad M.

Vis, at de orienteringsbevarende diffeomorfier af en
differentiabel mangfoldighed M ind i sieg selv er en gruppe
under sammensztning.

Giv eksempler pd orienteringsbevarende og ~-vendende
diffcomorfier.

Opgave 6. Lad M og N vere diffeomorfe Riemann'ske

mangfoldigheder.
En diffeomorfi F : M -=N kaldes en isometri, hvis

for ethvert p € ¥ og cthvert par af tangentvektorer
XP’YP € TpM.
Hvis der findes en isometri F : M —oN siges 1. og

N at vere isometriske.

Vis, at P og GF er isometrier, hvis F : M——sX
og G : N—L er isometrier.

Antag nu yderligere, at M og N er orienterede, og -
at F : M—~o5N er en orienteringsbevarende isometri.

Vis, at F bevarer det Riemann'ske volumen mél, d.v.s:
Hvis 4V er det Riemann'ske volumen mil p& N, er TF*(dv)
det Ricmann'ske volumen mil p& M.

Opgave 7. Lad G vere en Lie--gruppe.

e A e n

En Ricmann'sk metrik (+,+) pd G siges at verc
venstre invariant,hvis L, er en isometri m.h.t., (-,-)
Vacea,

Vis, at enhver Lie-gruppe G kan forsynes med en
venstre invariant Riomann'sk metrik.

Vis, at den flade Riemann'ske metrik pi E, den indu-
ceredc Ricmann'ske metrik Pa 31 0og don induccreds Riemann'ske
metrik ps sz< S1 (Torws) or venstre invariante .

Vis, at cnhver Lie-sruppe or oricnterbar,
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Vis, at erhver Lie-gruppe kan oricntores pa netop to
mader, sdledes at venstre translationernc er orienteringsbeva-~
rende diffeomorfier.

Vis, at det Riemann'ske volumen mil pd on Lie-gruppe
er venstre invariant, hvis gruppen forsynes med en venstre
invariant Riemann'sk metrik og oricnteres, saledes at venstre
translationerné er orienteringsbevarende,

og 10.6 er de Riemann'ske volumen mal pad henholdsvis EP
og S, nir disse udstyres med szdvanlig Riemenn'sk metrik
og szdvanlig orientering.

ne for gradient, divergens og Laplace operatoren er uafhz=ngig
af valget af koordinater i overlavpet mellem 2 kort.

(Dette er naturligvis klart, da vi har givet en koor-
dinatfri beskrivelse af disse operatorer, men det cr ingen-
lunde klart ved en direkte beskuelse af koordinatfremstillinger-
ned.
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§ 11, fnvondelscr af ds1ing af cnhedon.

Vi skal i decnne paragraf foretarce on razkke typiske anven-
delser af deling af enheden. I den anledning minder vi om sat-
ningen om eksistens af deling af enheden pa parskompakte diffe-
rentiable mangfoldigheder.

Smtning 11.1, En differentiabel mangfcldighed W er para-

kompakt, hvis og kun hvis M er ct Hausdorffrum, og der til
enhver &ben overdzkning V- (v} af M, findes en lokalt
endelig &ben overdskning 1L = {Uyy; af M med samme indexmeng-
de I sonm ﬂ} , der forfiner 1? og har en associeret differen-
tiabel deling af enheden ¥ = {f%} med « € I,

Et bevis for dette findes 1 Appendix 3 (Sztning A3.20).

den pd en differentiabel mangfoldighed, vil der altid blive
ment differentiabel dsling af cnheden, med nmindre andet udtryk-
keligt fremhzves.

Vores fgrste anvendelse af deling af cnheden bliver konstrux-
tionen af en Riemann'sk metrik pa en vilkarlig parakompakt dif-
ferentiabel mangfoldighed., Sagt i korthed er fremgangsméden den,
at vi konstruerer "lokalc Riemann'ske metrikker" overalt pa
mangfoldigheden og stykker disse sammen ved hjelp af en deling
af enheden til en "global Riemann'sk mctrik",

Setning 11.2. P& enhver parakompakt differentiabel mangfol-

dighed M}  findes der en Riemann'sk metrik.

Bevis. M kan overdekkes med abne mengder, hvorcver tangent-

bundtet T(M) er triviclt. Da M er parakompakt, kan vi
finde en lokalt endelig Aben overdzkning 1 = {U , sddan
at T (M)|Uy er trivielt for cthvert « , oz som har en asso-
cieret dcling af cnheden {f%} .

Vi betragter nu et fast U, og konstrusver ci Riemann'sk
metrik g, pa Uy pa fglgende made. Da T M |Uy cr tri-

. . . . . 1 S
vielt, findcs der n  linemrt uafhengige tvarsnit X ,...,Xn i
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T (M)|Uy . Hvis pe Uy og Y ,2 € TpM kan disse pa en-

p'p
tydig made skrives
n .
Y= roxl
P 52;11
g i
Z = b.X
P 12.;1 im0

og vi sztter
Il
o (Yp,Zp) = ;13.1bi .

Herved f&s klart et indre produkt pd T M for ethvert
p € Uy (bestemt ved at X1,...,Xn er en ortonormal basis for
TPM). For at vise differentiabilitet af g, betragter vi
differentiable vektorfelter Y og Z pé en dben mengde W C U
og viser at g (f,2): W——E' or differentiabel (Smtning 9.3).

Hertil skrives Y og Z pa formen

L. |
Y = _Z1siX .
i=
2 = f1tixi,
i=

hvor Sqje.e45,, Tiaeeesty cor differentiable funktioner
W—E . Da er

n
g, (1,2 = _12;1siti

ogsd differentiabel.

For ethvert « har vi nu en Riemann'sk metrik g, pd Uy,
og vi udvider disse til hele M ved at sztte 8q (¥,52,) = 0
for p € Mn\ﬁU% , Yp € TpM “og Zp € TpM. (Dette udvidede Sy
er naturligvis ingen Riemann'sk metrik. Udvidelsen forectages
blot af tekniske arsager).

Der definercs nu en Riemann'sk metrik g p& M ved
E=Zf¢,¢,g L]
[

Dette skal forstds pa den made, at vi for p e M og ¥
TPM setter

g(¥,,2,) = & To (Pgy (1,20),

p1Zp €

oD o o
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cg denne sum har god mening, idet f (p) = 0 undtagen fc
endelig mange « . P& hver fiber er g cn linearkombination
af endelig mange symmetriske bilincarformer, cg da er g selv
en symmetrisk bilinearform pa hver fibsr. Endvidere ar

fo () 20 for alle @ , og fg(p) > 0 for mindst et =
nvoraf nu fglger, at g er et indre produkt pd hver fiber,.

Vi mangler nu blot at bevise, at g er differentiabel. Om
ethvert p € M findes en &ben omegn Voo sidan at fo\UQf% @
for kun endelig mange x , Restriktionen af g +til Vp er da
en endelig sum

k
elvy, = 2, £, (g, [V))

. e,

=t 75 7y
og man slutter let, at g er differcntiabezl pa Vp. Hermed er
bevist, at g er differentiabel, og konstruktionen af en Rie-
mann'sk metrik er gennemfgrt.

Bemerkning. Hvis M er en Hausdorff'sk differentiabel

mangfoldighed, er betingelsen om parakompakthed i satningen
ovenfor ngdvendig, idet man kan vise, at cksistensen af en Rie-
mani'sk metrik i sd fald medfgrer parakompakthed,

Orientering.

I dette afsnit skal vi se, at en parakompakt diffcrentiabel
mangfcldighed er orienterbar, hvis og kun hvis den har et del-
atlas af en sarlig art, som vi nu skal keskrive,

Definition 11.3. To kert x : D € e, v : E C By M°
med koordinater (uqy...,u,) og (v1,...5vn) P4 en differen-
tiabel mangfoldighed M siges at gverlappe peositivi,
hvis der i ethvert punkt af X"q(g(D)n y(E)) ezlder

Et del-atlas ﬂg pa M siges at verc positivt ovsrlappende, der-
= ae,
som hvilke som helst to kort fra J’ overlapper positivt.
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Fra lemma 10.9 ved vi, at en orienteret mangfoldighed M™
(d.v.s. en mangfoldighed, hvor hver sammenhengskomponent er
oricnteret) har et del-atlas bestéende af positivt orienterede
kort. Om denne situation har vi fglgende lemma.

Lemma 11.%. Lad M"

s = —

verce on orienteret differentiabel

Bevis. Lad x : DSE"

_____ —-—}Mn, ¥+ B gEn-—-aMP vere to kort
n du,

Ly, = 2o Fv Xu,

b i=1 j i

og (§u1,...,3un), (x&1,...,z& ) er positive baser i TpM for
n

ethvert p € x(D)n y(E), fglger det, at

du,
det{sﬁ} > 0.
J

Altsé er 9) positivt overlappende.

Af lenmaet fglger, at en orienterbar differentiabel mang-
foldighed har et positivt overlappende del-atlas. Hvis mang-
foldigheden er parakompakt, kan man, som vi nu skal se, ogsé
slutte den anden vej.

MY or orienterbar, hvis og kun hvis den har et positivt over-
lappende del-atlas.

Bevis. Vi nar nctop indset at "kun hvis" gelder. Lad os der-

for antage, at 5’ er ot positivt overlappende del-atlas, og vi
skal da finde en difforentialform w af grad n pad M, sadan
at w,t 0 foralle p ¢ e,

Kortene 1 P giver os en &ben overdekning af M, og da M
er parakompakt, kan denne overdakning forfines til en lokalt
endclig &ben overdzkning W = {Uq} mcd en associercet deling af
enheden {fy} . Her cr Uy indcholdt i billedct af et kort

n A e @ . . 1 n
Kot Dq‘g E —s M f;a J° med koordinater (u%,...,uq). :
P& Uy har vi differsntialformen «.) — af grad n, som

. : n n
udtrykt i koordinaterne (u,,..., %) <r
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1 X
‘71 uq- A s A d.1-1(1 s
For ethvertadcfinarecs en difforentialform g af grad n

pd M ved fastszttclsen

w _ f fc‘l. wCL pfl Uq,
e 0 4 M\,
pd. U% .

At denne er differentiabel f@lger af, at dens restriktion
til Ug or differentiabel, og at den er O pad MNstlfy ).

Vi sztter nu

W = ‘Z‘:‘%c'

Da U er lokalt endelig, har etnvert punkt p € M on aben
omegn V_, sa&dan at alle led i denne sum pa nzr endclig mange
er identisk O pa Vp. Dette viser, at w cr en veldefineret
differentialform af grad n pa M,

Nu mangler vi kun at vise, at W + 0 for alle p € M.
741 p € M velger vi % s& at f4 (p) > 0. Deor findes kun
endelig mange B o sddan at p € qP . ror et sadant B er

ty4  udtrykt 1 koordinaterne (u%,...,qi)
: 'Bujﬁ',"j 1 n
JEB{'—J‘ v (du%!\.../\du&}
duy,
og derfor har vi 1 punktet b )
f2at)
Wi (X q9eeesX p) = clet.i_T—gﬁllr >0,
' Uy, Y L oug,
hvor ulighedstcecgnet kommer af, at Xx, og -§<¢ overlapper

positivt,.
Idet vi kun summercr over d4¢ 3 , for hvilke p € U,3 :

gelder i punktet 3

\{-u Iy [ I ] X = \___,f (AJI ey
C%{l, ”"uﬁ) éﬁ 3 (p) 3 ;zul: X E?
= Y 1, (p)det AN
_— f.B I«J ‘J {
P 1.{%.-

hvor ulighedsteenet f@glger af, at alle led er 2> 0, og at
leddet med 5 =« or f, (p) > 0. Altsd er w_ % 0,

Bergrkning. IIvis vi pA den parakompaktc differcntiable mang-

- - J 11’1 iy ) ) "
feldirhed M har ot positivt overlappuonde del-atlas ﬂ , har
vi i wbevisat ovoenfer kenstrucret en differcntialform w af grad



206,

n, sadan at

u3(3u1,...,3hn) >0

for ethvert kort x fra EP (overvej dette). Hvis vi orienterer
M?, sddan at W er et positivt volumenmdl, bliver alle kortene
fra P positivt orienterede, og dette er den ¢neste orientering
af M med denne egenskab,

Pa en orienterbar parakompakt differentiabel mangfoldighed,
har man altsd mulighed fcr at fastlzmgge on orientering ved at
krzve, at et givet positivt overlappende dal-atlas skal bestd
af positivt oricnterede kort.

hvis og kun hvis den har et normelfelt Z, sadan at Z, + 0
for alle p € Mp. )

Opgave 2. Lad M vwvare en differentiabel mangfoldighed, sé&-

dan at totalrummet for tangentbundtet TM er parakompakt. Vis
at TM er en orienterbar differentiabel mangfoldighed.

Embedding_af kompakt differentisbel mangfoldiched.

116

1152

Vi skal nu se, hvordan decling af enheden kan anvendces til
at konstruere en embedding af en kompakt differcntiabel mangfol-
dighed ind i et euclidisk rum, )

findes en ombedding I : M ——sI" ind i ot cuclidisk
run af tilstrzkkclig hgj] dimensicn.

Bevis. Da M er kompakt, kan vi overdzkke M med endelig

mange koordinatomecgne U1,...,Us, som er billeder of kort

x; (§=1,...58). Vi velger dbne mengder Wy, ...,W ViseensVg,

—— fem
l

sd at Lfvj =M og

e

Vi £V j

(skrwnkninessmtnﬁng?n brugt to gange), oz differcntiable funle-
tioncr fj : M —rk (J=1y00ey8) med fgisle evonskaber
(T.omma, A3.19)

ey

W. U
J‘:.'



1 for p € Vj
£f.(p) =
J 0 for p € M\,

Heraf fglger

st(f3) € U5 .

Der defineres nu s(n+1) differentiable funktioner

: 1 . . .
h?j- H M-‘-"‘}E (1=0,1,...,n, 3:1,000«;8)

vad
o _
hj (p) = fJ (p)
i
. f.(plus(p) for p € U.
hi) =4 3777 J (i>0)
0 for p € M‘\U;j

hvor u%(p) er den i'te koordinat til _351(p).

Vi definerer nu en differentiabel afbildning I : MP-—ES(2*1)
vad at lade funktionerne h% vare de s(nt1) koordinatfunktio-
ner, og viser, at I er en embedding. Ifglge sztning 3.20 er
det nok at vise, at I er en 1-1-tydig immersion,

Forst vises, at I er 1-1-tydig. Hvis I(p) = I(g) har vi
speciclt fj(p) = fj(q) for alle j. Da lij = M kan j
velges, s st

Idet ©p € Uj og q € Uj, far vi for i=1,.,..,n

o NI
uj(p) = fj(p)uj(p) hj(p)

= hy(Q) = £3(uj(a) = uj(a),
hvilket netop betyder, at 5-1(p) =.K_1(q), men s er p = q.
For at vise, at I er en immersicn, md vi betragte ot
p € 1V og vise, at Ty = TpM-—~>TI(p)ES(n+1) er af rang n,
Vi velger j, s&dan at p € Vj, og benytter kortet x. om-

J
Yring p til udregning af Jacobi matricen. I onegnen V., af

o ~ "1 - .
p er f.(p) identisk 1, =4 pd x, (Vi) har vi blandt andet
fglgende n  kosrdinntfunlitioncr for I X5

i 1 C 1
hy zs(ugyeen,uy) = uylx(ag,eenup)) = a3 (G100,
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-

. = . . a
Jacobi matricen for I x, 1 x; (p) indcholder altsa en
(nx n)-cnhedsmatrix og har derfor rang n, Dette viser, at

I or en immersion, og sztningen er bevist.

Bemerkning. Ved at udbygge teknikken 1 heviset ovenfor kan

man generalisere Sztning 11.6 til Hausdorff'ske differentiable
mangfoldigheder med tzllelig basis for topologien., Dct rur

intercsse at undersgge, hvor lille dimension N, man kan opna.
Af resultater i denne retning kan nzvnes Whitney's fra 1936 om,
at enhver n-dimensional Hausdorff'sk diffcrentiabel mangfoldig-
hed med tzllelig basis for topologien kan embeddes 1 E2n+1

I 1944 forbedrede Whitnoy resultatet til EP.

Vi skal nu beskaftige os med problemet om at approksimere
oen kontinuert afbildning I 3 M-——%ER af cn differentiabel
mangioldighed ind i et euclidisk rum mcd en difforentiabel af-
bildning. Det vil scencre vise sig nyttigt at vide, a2t hvis £
or differentiabel pd en lukket delmengde A C M (definition
heraf fglger nedenfor), kan f approlsimeres med en differen-
tiabel funktion, der zr lig med f p& A,

et

differentiabel mangfoldighed M®, siges cn afbildning i
T A———)Nk af 4 ind i en differentizbel mangfoldighed Nk
at vere differentiabel, safremt der for cthvert p € A findes
en aben omegg Vp af p i M' op en diffcrontiabel afbildning

fp ; Vﬁ~——+N*, sadan at

Dcfinition 11.7, Hvis A er cn lukket delmengde af en

A = A
fpwpnh prnd.

Terminologi. Lad M vare cen differentiabel mangfoldighed
og & : M'——>Ek c¢n kontinuert funktion, der afbilder ind i de
positive reclle tal. Hvis f,g : M——E® or kontinuerts af-
bildninger, siger vi, at g c¢r on “5 ~-approksimation til f,

hvis

o

ek -g(m 1] € b (p)

n

for alle p € M, hver || || c¢r normen stammende fra det
. . a I

asmdvanlige indre produkt pa E™.



Vi kan nu formulerc acvorcosinationsszinincen.

Setning 11.8. Lad A wore on lukket delmsnede af on pzra-

=i ===C" ¥ ‘_1 1
Ar o U5 ES

kompakt differentiabel mangfoldiphad I zn kon-

tinuert funktion, hvis restrikticon ©il A er differcatiabel,

og o Mn——-—aE1 en kontinuert strengt positiv recl funktion.

Der findes da cn differentiabel funkticn h : U —-—%Ek, som

er en O -approksimation til f, og s&dan at hl|i = fla.
Bgavis. Det cr nok at betragte tilfzldet k = 1, idet vi

ved at anvende setningen péd hver koordinatfunktion for f for
sig, T&r sztningen i det generclle tilfzlde (overvej dette ng-
jere).
Til ethvert p e A findes en &ben oicgn Vp af p og

cn differentiabel funktion fp : Vﬁ~—4>E , Sadan 3t fp og
f stemmer overens pd V. _n A. Vi kan antage, at V_ er kom~
pakt, og der findes da et Bp > 0, der opfylder 6p < 5(q)
for alle q € Vp. Da f og fp er kontinuerte, har p an

séddan at der for alle ¢ € U, e=xlder

b,

1
E‘sp L4

a 1 C
aben onmegn Up C Vp,

I£(p) - £} <

20}

lfp(p) - fp(q)l

1N

Da f(p) = £ (p), har vi for q & Up

It (@) ~ £@f g8 <o

P
Til cthvert p € MN A findes en aben omegn Vp af p,
sddan at V. <cr kompakt, og V, € MNA. Vi velger ot bp > 0,
dor opfylder ép < 5(q) for alle q € Vﬁ
har p en &bcn omegn U, € Vp, s&dan at

gelder

der for alle q € Up

(o) - £()] < 5p .

Settes fp(q) = f(p) for alle q € U, har vi for q €U

p p
!fp(n) - | < 6(q) .
Overdaknineon Up§ i M den forfines til en 1lokalt ondelig
dbon overdakning {W L w 1 sowe indexmengde (newliz M) med cn

Ik
associzret Aalire: o enhoden {?p} .

. Da f er kontinuert,
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Idet vi tznker os fp sat lig med O der, hvor den ikke
allerede er defineret, defincrer vi funktiocnen h : M-—-—-}E1
ved fastsazttelsen

h(q) = 2, (Q)f _(q) .
q p%{gpq o(d

Da {W } er lokalt endelig og st(g ) € dp er dette en
veldePlneret differentiabel afbildning.
Hvis q € A, er gp(q) =0 for p e MN\NA, sa vi far

h(q)

2. g (q)f (@) = 2. g, (@f(q)
pPEA P PEAL P ’

= (@)f(g) = £q)
ééJqu 9 a’,

nvilket viser, at hla = f£ia,
For et vilkdrligt q € M har vi

| (@Qf (@) - 2. g (q)f(q)
;L;Mgpqpq p};Mgpq ) |

- .
< &y gp(@ £ (@) - f(q) |

(@) b (a)
%4 g,(a q

= &) ,

hvilket viser, at h er en & -approksimation til f. Hermed

|

In(q) - £(a)|

[LEAN

er seztningen bovist.

Opgave_3. Antag, at A er en lukket delmengde af parakom-
pakt diffcerentiabel mangfoldighed M, og at f @ A-——}Ek er
differentiabel.

Vis, at der findes en &ben mengde U, s&dan at A€ U C M,

og en differentiabel funktion ¥ : U—EX, der udvider f.

Opgave_ 4. Lad % = (E,T,M) vere et diffcrentiabelt vektor-

bundt over ecn parakompakt differentiabel mangfoldighed M og
ACM en lukket mengde.
" Et differentiabelt tvarsnit i § over A cr en differentia-
bel afbildning s : A—E, sadan at s = 1A'
Vis, at ethvert differentiabelt tversnit s 1 § over A
kan udvides til et differcntiabelt tvaersnit s 1 § over M.
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Opgave_9. Lad t = (E, T ,M) vare et diffecrentiabelt vektor-
bundt over en kompakt differentiabel mangfoldighed M. Velktor-
rumnct af differentiable tversnit i § (over M) betegnes
Fey).

Vis, at der findes ¢t endelig dimensionalt underrum V af
r (§ ), siadan at der for ethvert y € E findes et tversnit
s € V, for hvilket s(T(y)) = y.

Vis dernzst, at der for et tilstrzkkelig stort tal N

findes en bundtafbildning

£ = (f5,1y) + Q% EY,proj.,M)—s(E, T ,M),

sddan at fp afbilder Mx E' p3 BE.
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§ 12, Integration pi mangfoldigheder, Stokes' sztning.

I denne paragraf vil vi udvikle en integrationsteori for
differential former pa en parakompakt, orienteret differentiabel
mangfoldighed 1 forngdent omfang til at bevise den s3kaldte
Stokes' sztning. Navnet "Stokes' sztning" er i tidens 12b blevst
heftet til meget mere generelle resultater end det oprindelige
resultat af Stokes fra ca, 1850, Vi beviser her en moderne ud-
gave af Stokes' sztning, der kan ses som en hgjere dimensional
analogi til differential- og integralregningens hovedsztning.
Fra denne satning udleder man forholdsvis let den klassiske
Stokes' sztning og dens fglgesvende Green's setning og divergens-
setningen (ogsd kendt som Gauss' satning).

I dette afsnit repeterer vi kort Riemann integralet pa
den bedst kendte af alle mangfoldigheder, nemlig E®. Premstil-
lingen er tilpasset anvendelserne i det fglgende, uwen indeholder
kun kendte ting fra matematik 1 og 2.

V1l skal betragte begraznsede rceelle funktioner f : En-——aﬁﬂ
med kompakt stgtte, Hvis f og g er 2 reelle funktioner pa
En, indser man let, at

st(f+g) € st(f) vst(g)

og
st(f.g) € st(f) n st(g).

Heraf slutter man, at mengden af reelle funktioner pi E?,
der cr begrznseds og har kompakt stgtte, er en reel algebra,
Betegn dennc algebra med B (E™).

I B,(E") kan man udskille en klasse af funktioner, de
sdkaldte integrable (eller mere precist Riemann integrable)
funktioner pd EP. Deotte krmver 1idt forberedelse,

Hvis f € BC(En) velger vi et interval

R=[a;p] x oo x[ag,b]

i E%, s3ledes at st(f) S R (her benyttes, at st(f) cr kom-
pakt). '
En inddeling af hver af intervallerne Lai,bi] giver et
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system af deleflader i R parallelle med koordinathyperplancrne,
kaldet et net i R. Svarende til et net N i R f&r vi en
inddeling af R i del-intervaller R,,...;R af E°. Hvis
1 m(N)
[gﬁ,bi] er ¢t del-interval af [ﬁk,bﬁj ved inddelingen af
EEN Wk = 1,...,n har et typisk del-interval Ry, hgren-
de til nettet N formen R, = [é{,b{] X s x[aﬁ, ﬁ] .

F‘f

Ved volumenet af Ri forstar vi tallet

Vf)l(Ri) = (b{ = a-i)aoaoo(b' - & )a

t
gl n
Betragt endvidere tallene

m; (£) = inf £(R;) og M;(f) = sup £(R;)

for ethvert i =1,...,m(N),
Ved undersummen af f m.h.t. nettet ¥ i R forstir vi
nu tallet

mi(f)vol(Ri),

og ved oversummen af f mn.,h.,t, nettet N i R tallet

d

san 0 =%
. i=1

(her benyttes, at £ er begraznset),

Hvis ethvert del-interval svarende til nettet N' i R
er indeholdt i et del-interval svarende til nettet N 1 R,
siger vi, at N' er en viderecinddeling af N.

Mi(f)vol(Ri)

Hvis N' er en videreinddeling af N, indser man let, at

s(N,f) € S(N',F)
cg
S',f) < s(,f).
Ved at velge en fzlles videreinddeling, slutter man heraf,

at
s(m',f) < SM",f)
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-,

for vilkdrlige net N' og N"' 1 R,
Disse uligheder sikrer existensen af reclle tal

bt

Ja *

der opfylder

wp{ﬁmﬁﬁm net i R%

Cg

i

infiE(N,f)lN net i R}

]

- -~ 'R
Tallene g f og g f afhznger kun tilsyneladende af R.
_ ~R R
Hvis R og R' er vilkdrlige intervaller i E®, s&ledes at

st(f) € R og st(f) € R'

kan man nemlig indsec, at

f £ o= E’ £ oz g £ = g— £,
2R ZR R '

(Ved at betragte R n R', som selv er et interval i En, »a2du-
ceres problemet til det trivielle tilfzlde R C R').
Hvis f € Bp(En), kan vi s& definere det nedre integral

af £ p& EP, betegnet f, og det gvre integral af f pi
— _En
ol , betegnet g fy som tallecne
EQ
f’ f = g f og g = ( f
=gl =R En R
for ot vilkérligt interval R i EP, s& st(f) < R.
Vi siger nu, at f € Bc(En) or intesrabel p4 E", hvis

f = f .
j;n gEn

Hvis f er intcgrabcl pa En, kaldes den fzlles verdi af
nedre og gvre integral for integralet af f pd E° og betegnes

med f.
En - -1
En kontinuert funktion £ : EN— k' med kompakt stgtte

bliver automatisk begrsnsct og tilhgrcr altsd B (E™). Hvis
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st(f) ¢ R, indser man let, at der til ethvert & >0 findes et

net ¥ i R, sa

S(N,f) - S(N,£) <&

(benyt,at f{ er uniformt kontinuert p& R).
Heraf fglger, at enhver kontinuert funktion f P —E
med kcompakt stgtte er integrabel pa E-,

1

Alle spgrgsmdl om integrabilitet i det fglgende kan afgg-
res ved fglgende kendte saztning:

(pracist: Riemann integrabel) hvis og kun hvis mzngden af dis-~
kontinuitetspunkter for f har Lebesque-malet 0O i B,

Hvis EE = {(UW""’un) € Enlun 2 Og vil vi f.eks. mgde
funktioner f € BC(En), séledes at fIEE er kontinuert pa Eﬂ,
og séledes, at T(E™N EE) = 0. En sadan funktion f er inte-
grabel pa En, idet En'1 = {(u1;...,un) € Enlun = O} har

Lebesque-milet 0 i E7,

Hvis 'ji(En) betegner mzngden af integrable funktioner pa
En, ser man let, at

P
n f+ g¢ ji(En)
e ¢ :>{f © g e REY :

jz(En) er altsid en reel algebra (del-algebra af BC(En)).
HMan kan endvidere bevise, at

S%n ; ﬁ%(En)~——éE1

er en linezr funktional,
Hvis  {(uq,...,u,) € E” betegner koordinaterne i EY, og
f e j?(En), vil vi cfte benytte skriveméden

f;f f(u ,aa.u)du .--du
fﬁn e 1 o n

for integralet af f pa B2,

Det er wvalkendt, at et integral over D kan oplgses i en

R . ol . . o
rgkke linieintegraler (integraler over E ), Hvis alle indgiende
integraler existerer, gzlder der, at
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fén £uyyeenyuddug..duy
= fE-] (ooo (E'l( §E1 f(u‘lgo-a,un)du1)du2...)dun A

Ovenstdende integrationstecril pa o giver straks en til-
svarende teori p& enhver &ben delmengde 0 af E°.

Hvis O er en aben delmzngde af En, betegner BC(O)
mnengden af begrznsede funktioner f 3 0 ——>E  med kompakt
stgtte 1 O, Vi siger nu, at en funktion f € B (0) er inte-
grabel pad O, hvis den trivielle udvidelse T En———-—5E1 af
f med f(EPN0) =0 er integrabel p4 E%, Mengden af inte-
grable funktioner pd O er xlart en reel algebra. Vi vil be-
tegne denne algebra med jQ(O). Hvis f € ﬁf(o) vil vi ved
integralet af f over O forstd tallet s

f= f }'D
,(0 o

Vi vil ogséd her bruge betegnelser som

go f = (O f(u‘!yoeagun)du"lloodlln *

Vi nevner nu til sidst uden bevis transformationssztningen
for integraler., Denne sztning spillcr en vesentlig rolle i det
fglgende. Et bevis for zztningen kan f{.eks. findes i Rudin:
"Real and complex znolysis” (Thm, 8,26(e) p. 173), eller
Spivak: "Caleculus on Manifolds" (Thm. 3-73 p. 67).

Setning 12.2. Lad P : 01-——502 vere en diffeomorfi mel-

lem dbne delmzngder af EY, Lad endvidere JE‘: 01--—-—>E1 vare
den funktion, hvor J?(p) for p € 04 er determinanten af
jacobiantmatricen (matricen af fgrste ordens partielle afledede)
for F i p. S& gzlder:

Hvis £ ﬂz———aE1 er integrabel pa 05, er (fOF)°LTFl
integrabel pd ©,, og

f:f (£oF)« ]3],
Jo 0 F

2 1

(g 00e,u,) € 0y betegner koordinaternc 1 04 er
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(E)Fl ! W
Jp(p) = det] = (1§ Yoeo, .

Vi bemerier endviders, at fglge zpiningen om inverse

2“‘3

feomorri® =kvivalent
og har JF(p) 40

sicnal,; parakompakt
vsda specielt altid et

Hausderi{f rua.

Vi skel betrazgte differential Tormer med kompakt stgtte,

a
tion 12.%, Hvis (4;54%?*(5)

form af ad 1 vd M, wil vi ved ststien for w_  forstd
den lukkeae mpngd s

O

=1 en differential

+ rvemrnr—y e e

R TR D
Y 4‘\%}{ ¥

. . P, . , s
Bomerg, »t for [ e/ ")  stemesr denne definition over-

ens med den tidligere dalinition af stgtten for en funktion.

L..

Mzngden al differential former af grad v pd M med
.. . : Chr s
kompakt stgtie vil vi beteogne med gy (M),

Lerny

12,5, u difTerential formsr pd M med kompakt
ﬁ ; stgtte g=ldesr:

4
! L]

—
- £y ‘)_" yav ¥ =t
o) Wwe X M) cg W' e %C MY T AW E?‘TS(M)
) B P - SR @) 3 X RPN
o) LE C-jf; ) =2 G \:,;{(' o (l‘;) “

a') sty ¢ sty wst{w!)

..

') st cAaw’ stleo) mat (o)

oty sty ¢ stiuy) o

Bewlis. A% a'l, ') oop ') medfsrsr a), L) og c), félger
af, at en Llukbot delaengde af o kommaint topologisk rum selv er

kompalt,
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a') og b') fglger let ved at benytte, at AUB = AUB
og ANB ¢ ENB for villidrlige delmengder A og B af M.

Vi beviser mu c'):

Betragt den &bne mengde U = M~st(w)., S& vil wl|U = 0.
If¢lge lemma 8.8 fér vi sd

awlu = dU(quU) =0,

Heraf fglger, at

{pel@w), + 0f €M U = stlw).

Da st(w) er lukket, medfgrer dette, at stldw) ¢ st{w).
Dermcd er lemma 12.% bevist.

vektorrummet 5QT(M) Vr = 0,1,... . Sammen med b) bevirker
dette, at

90, () = 5’72(1»1) ©...0H%00

er en gradueret del-zlgebra af den graduerede reelle algebra
(M). Tages yderligere c) med, ser vi, at indholdet 1 lemma

12 .4 er udtrykt i: é@c(M) er en differentielt gradueret del-

algebra af den differcntielt graduerede reelle algebra c@ (M),

Opgave_l. Vis, at algebraen é@;(m) er et ideal 1 al-
gebraen 5@(M).

Exempel_12.5. Betragt E' med sadvanlige koordinater

I
(uﬂl,o-cu}un) EE .

En n-form W e éag(En) har 2& en entydig fremstilling

W= a duq A eaaduy
hvor a @ ED ->Eﬂ er en differentiabel funktion med kompakt
stgtte.
Vi definerer sd integralet af W over Jn, betegnet

(o, ved fastsettelsen:
g

an =T ’(ﬁn 3.(111,...,un)du1.;.d11n )
at i
hvor det sidste integral or del sedvanlige Ricmann integral.

Bxewmpel 12,5 slut |
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Ved hjzlp af de "lokale" integraler i ovenstaende exempel
kan man konstruere et integral pd en parakompakt, orienteret
differentiabel mangfoldighed. Vi registrerer dette 1 fglgende
existens og entydighedssatning:

orienteret differentiabel mangfoldighed. n21
88 findes et entydig bestemt linesr funktional

,
-)M : g}g(M)—-—)E1 y

hvor verdien af & pa  WE 0@ g(M) betegnes S W og kaldes
M M
integrale’ af w} gver M, der opfylder f£glgende betingelse :
Hvis stgtten for (u eg)g(M) er indeholdt 1 billedet af
et positivt orienteret kort x pd M med koordinater
(u1,....un) €DC En, cg a D——-)E1 ar den entydigt bestemte

reelle differentiable funktion, sa

w (X(Wqyeeeruy)) = aUqyeeesuylduga v ndu (ugyeee,uy)

for ethvert (uqy...,u,) €D, skal

gMa_} = gD a(u-l,...,un)dual...dun .

U = %, (Do() for et kort x_ pd M med koordinater
(00, ) €D € BF Yot I,
Da M er orienteret, kan vi uden indskramkhing antage, at
kortene X er positivt. orienterede (se beviset for lemma 10.9).
Lad endvidere “f: Q{fO& vere en deling af enheden asso-

cieret med Z( :

Entydighed af g .
M

p € st(w) en &ben omegn Np, sa anUok + @ for hgist ende-
lig mange of € I. Idet st(w) er kompakt, kan den overdekkes
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med endelig mange &bne mzngder af typen N,. Da hver af disse
hgjst skzrer endeligt mange U, , kan st(w) hejst skzre
endeligt mange Uar. , Of pastanden er bevist,

Betragt mu w € @E(M). Da

st(f w) < st(f Ynst(w) ¢ TN st (W)

fglger det fra ovenstiende pastand, at hgjst endeligt mange led
i summen

w = :fd‘w (Z

A€l olel
or forskellig fra nul-formen.
Benyttes s lineariteten af g far vi:
M

SMUJ = Z gM fo(w 5

o€l
Tdet st(fmw) C Uy = Xy (DaL) giver betingelsen pa
integralet, at

SMLU = % gD a_d (ui‘, e 0w 5‘1;)(11.?1‘0 . 'du;l( 3
A

hvor f w \x (Dd y = & du?‘/\ vor Adu‘;i er koordinatfremstil-
lingen af fo(w Vee I,

Dette beviser, at {wkan udtrykkes entydigt som en sum
af Riemann integraler. M

Heraf fglger, at et eventuelt linezrt funktional 5
entydigt bestemt. ' M

Existvens af e
M

Hvis WE g)‘g(m , og
_ XK g R fod
or vi tvanget til definitionen
b o '(D a“(uﬁ",...,uﬁ)duﬁ‘...du“ .

1
- ol
n o+ op klart, at vi ved denne definition far et linezrt

SM - @han —E' .
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Vi skal derfor blot indse, at -f opfylder betingelsen i
setningen.

Lad dertil x vare et positivt orienteret kort pd M med
koordinater (u1,...,u ) €D C-En og antag, at st(w) € x(D)
for we g 2(M). )

Pr. definition far vi sa:

Z— 5 ad(uc"!k, av e ,lldn)du?- L] oduz\

Wi =
M Ci
= J o‘(ufl,...,u )du1...du 9
cleI D
hvor D} = xc‘L (D, )~ x(D)).

I sidste llghedstegn har vi benyttet, at

st(f,w) & st(f, YA st (w) g;d (Da( YN x(D) .

Hvis vi sztter

D(et) = X~ (x (O ) AX(D))

og udnytter transformationssetningen (satning 12,2) p& diffeomor-

fien “}_c.;:gc_ : D(e¢t) —D) , far viz

| g o x! x¢ ) au?ﬁ

w: a O ._}E 2{_11 200 qtl .det{"—_‘— du o.odu .
SM HA€I /D) o 1 o au:i ! n
Vi har benyttet, at

o
|7 -1 ] =3 9, = dotja——-ui}
=ixl T vx1x T UL Qu,
£ X XX o

Dette er rigtigt, fordi ;(( og X begge er positivt
orienterede kort, ’

Vi observerer nu, at

£ wlx, (Dy )N xD)

ol oL X
AOI.

a du1 Adun

u

(aXo §;1£) -det{g-ﬁjj fdu1 A vl AL

Hvis

wlx(D) = a duga ... Adyy

far vi
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fﬁ(wllc_(D) = (fy X)*a duq A ... Aduy o
Af ovenstiende fplger, at
P-4

.
(&0 z.:ﬁ)'detfg-ﬁ-?k——- (fd;_c,)'a pd D() .

Indszttes dette i det sidste udtryk for integralet 'gtd
2 M
fas:

_ o = 5—( .
JMUJ ozie——_I—ED(oO (o 2072 LET D(f“"}ga'

Det sidste lighedstegn skyldes igen, at st(gxgu ) €
_)_c_a((Do( yn x(D).

Nir vi nu benytter, at ‘Ezz-ﬂx = 1, far vi sa:
AEL

gw = gD (%:fd Yx-a

M
= S a(u‘],.l',u).l)du'laotdun L[]
D

Dette viser, at betingelsen i sziningen er opfyldt, og vi
har dermed pivist existensen af et lineart funktional som
gnsket. H

Dette afslutter beviset for satning 12.6.

Ud fra integralet af differential former kan man definere
et integral af reelle differentiable funktioner med kompakt
stgtte pd en orienteret, parakompakt Riemann'sk mangfoldighed.

Definition 12.7. Lad MY vere en orienteret, parakompakt
Riemann'sk mangfoldighed med Riemann'sk volumen mal dv.
Integralet af £ € §O(M) over M, betegnet { f,
qafincres som integralet af f-4dV EOC{)I;(M) over M. M opp,
vafinition har vi altsa:
( f= S f.dV .
‘M M
SLEEE. . iDE . Jetingelsen parakompakt pa M er overflgdig,
Ae -4n lan hevise, at cnhver Riemann'sk mangfoldighed er para-
sut. Vi medtager botingelsen, fordi vi ikke har bevist denne

Tategralet i definition 12.7 givet et positivi linezrt
funktional i f@lgende forstands:
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Setning 12.8. Lad M vare en orienteret, parakompakt

Riemann'sk mangfoldighed. S8 er

/

‘ : o —>E

M d

et linezrt funktional med fglgende egenskab:

Hvis £>0 og f£ 4 0 for feg)g(M), er S £ > 0.
- M

e S —
== E=E=

Da tilordningen

f e g@g(M) 77N fedy eé/?lg(M)

er linezr, og integralet af differential former er linesr, er
det klart, at J :ng(M)---->E1 bliver en lincar funktional.
M

Lad dernzst f € $Jo(M), hvor £ 0 og f %0, vare
givet.

Velg en lokalt endelig aben overdskning %{ = { U dg— af M
med e € I, s& U, =x_,(D, ) for et positivt orienteret kort
%, med koordinater (uf,...,u}) €D, ¢ E'  Vewe I, og lad
T = fd} vere en deling af enheden associeret med Z[ .

Da

- o o
avix (D) = V%: duf A eee AQUE

hvor Qx > 0 er determinanten af matricen, der ©beskriver den.
Riemann'ske metrik pd M over x_, (P, ), far vi:

5 f= j fedv = > j %{'f-dv
M M M

Ael
= ;(Zé; g%(fo('f'@) (x, (F5.eonf))ad. . oauf .
Enhver af de ovenstiende Riemann integraler er ikke-negativ,
fordi £, £4G, 20 YoeI. Da £40 og VpelM JxeI :
fdr(p) + 0, mi der endviderc findes mindst et o€ I, s&
f,£VG 4 O.. For et sidant of vil det pAgeldende integral
vere > 0, fordi £,-£-/G er kontinuert. Det fglger si, at

f £ > 0.
M
Dette afslutter beviset.

(u1,...,un) € En, sedvanlig orientcring og Ricmann'sk metrik.
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Det Riemann'ske volumen mal pi E® er si netop

dv=du1f\ ...Ad‘uIl L]

Hvis f etgyg(En), er integralet af f over den orientere-
de, parakompakte Riemann'ske mangfoldighed En, som defineret
i 12,7, netop det szdvanlige Riemann integral af f over EM.

Altsé:
gEn f

f(u‘l,.o-,un)du']o.odun »

o

Exempel 12,9 slut !

Riemann sk mangfoldighed, og lad C(M) betegne mengden af kon-
tinuerte reelle funktioner med kompakt stgtte pd M. Ved ganske
den samme fremgangsmdde som i definition 12.7 (subsidizrt s=t-
ning 12,6) kan man definere et integral g f af f € (M)

Man far her igen et positivt linezrt funkt%onal (sztning 12 8)

o f Bt —E

En generel saztning fra mil- og integralteorien (Riesz'
Representations sztning) siger nu, at der findes et entydigt
bestemt positivt Borel mdl &« p4d M, som reprzsenterer g s

M
d.v.s. s& ( f for f e E; (M) er integralet af f m,h.t.
' M
. Man kan sid udvide f E; (M) til en stgrre klasse af
M

reelle funktioner p& M, de sdkaldte integrable funktioner pd& M
m.h.t.‘/Q s man kan tale om malellge funktioner p& M m.h.t.
/121 indfgre LP-rum 0.8.V.

Vi skal ikke her komme nmrmere ind pd dette.

Opgave_ 2. Lad F : Mn-—-*Mg vere en orienteringsbevarende

diffeomorfi mellem orienterede, parakompakte differentiable mang-
foldigheder, Vis, at

F*(w) = f-w Veoe 92m)
§M1 “ M, 0@‘: 2
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Qpgave_3. Lad M? og MS vare orienterede; parakompakte
Ricmann'ske mangfoldigheder med Riemann'ske volumen mil av, og
dV, henholdsvis, Lad endvidere F : My—> M, vare en oriente-

ringsbevarende iscmetri, Vis, at
fOF:—.f f er °M,) .

Opgave_4%. Lad G vzre en Lie-gruppe, Hvis a € G, og

f:1G—E er en differentiabel funktion, vil vi ved venstre
translationen af £ med a forstd den differentiable funktion
la(f)-:fOL“']. .
. a, . o . 0
Vis, at hvis £ EQC(G) vil 1a(f) eoq/‘c((}).
Vis, at der findes et linezrt funktional

0 1
1: 50 —E
med egenskaberne:
1) e, £20, £40=>I(E)> 0
2) fegoe), a6 => I (£) = 1) .

Et sidant venstre invariant ((2)), positivt((1)) linesrt
funktional I kaldes c¢t Haar integral pad G.

Definition 12.1o. Lad M® vsre en differentiabel mangfol-

dighed. En lukket, ikke-tom delmzngde A af M siges at vzre
ot omride mcd regulzr rand, hvis ethvert punkt p € A har en af

fglgende egenskaber:
1) » € int A

2) Der findes et kort x pad M med koordinater
(u1,...,un) e D¢ En, saledes at 0 € D, x(0) = p og

X (x(D)~A) = DAES
oo {(u1,...,un) € Enlun 2 O} ]
v ocongiker fgrst, at da int A er en aben delmengde, kan

nttiirt p € dint s finde et kort x p& M med
LY AN |y "1.11 .,....,un) €D g En, ¢a 0 € D-, XA(O) = p o0g
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Fig. 2W

Da koordinatskift pd M foreglr ved diffeomorfier
(specielt homeomorfier) mellem &bne delmmngder af ET, indser
man let, at egenskaberne 1) og 2) gensidigt udelukker hinanden
(overvej dette).

Punkter af type 1) kaldes indre punkter 1 A, og punkter
af type 2) randpunkter for A, Dette stemmer overens med de
topologiske begreber.

Samlingen af randpunkter for A kaldes randen af A og
betegnes med a A.

Det er let at se, at der findes omrader med regulzr rand.
Enhver differentiabel mangfoldighed er nemlig et omride med
regulzr rand 1 sig selv. Her er randen blot tom.

I mange tilfelde kan man let afggre, at en forelagt
delmzengde af en differentiabel mangfoldighed er et omréde med
reguler rand heri ved hjzlp af fglgende lemma:

og lad F : M—=—=>E vaere en differentiabel afbildning.
Hvis a € E‘l opfylder

. =
i) F- (J-om,a[ )} %0

og safremt p (a) + 0 yderligere
11) rgF = 1 Vp e P (a) ’

s& er M* = F'1(]-oo sa) ) et omrdde med regulsr rand i M,
og OM* = F ' (a).

[lus)

evis. Da F eor differentiabel (specielt kontinuert), og
J-w,a) er en lukket delmmngde af E1, er M* en lukket
delmengde af M. P& grund af i) er M® 4 4.

Hvis F—1(a) = @ bestir M* udelukkende af indre punkter,

(17}
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fordi F"1(:]-oo,a[ ) er en &ben delmengde af M. I dette
tilfelde er M* derfor klart et omrdde med reguler rand i M,

Antag nu, at F-1(a) 4 @, og betragt p € F"1(a). Fgl-
gende pastand vil vise, at p er et randpunkt for M2,

e i
—_e -

a"uo

n

Hvis pastanden er rigtig, ser vi, at x giver et kort om-
xring p € M* af type 2) i definition 12.%0 (overvej dette).

A )y e
oo et e me et

dinater 1 EC E, s& 0 € E og y(0) = p. Betragt endvidere
diffeomorfien h : E1--—->E1 defineret ved fastsazttelsen

hit) = -t +a Vte E1. Da rgpF =1 er rg (hFy) = 1. Idet
nFy(0) = 0 findes sd ifglge smtning 3,14 en diffeomorfi G fra
en &ben omegn D af O € E? med koordinater (Wgyeeeyu ) €D E EP
til en &ben omegn af 0 € E< EY, sdledes at hFxﬁ(u1,...,un) -
u,. Hvis vi nu betragter kortet x = yG pa M, og benytter
definitionen af h, ser vi, at x er et kort som gnsket. Dermed
er pastanden bevist.

Da F-1(:]—oo,a[ ) er en aben delmengde af M, fdlger
det s, at M* er et omrdde med regulezr rand i M, og at
av? = Fo (a).

Dermed er lemma 12,11 bevist.

(u‘l,...,un) E En.
Enheds-kuglen i E' defineres som punktmzngden:

B" = i(u1,...,un) € Enlu?+...+u§ < 1} .
Nar Sn-1 = { (u1g...,un) € En|u?+...+u§l = 1} som S&dvanlig

betegner enheds-sfzren i ER, ser man let, at B er et omrade

med reguler rand 1 EY, og at QB" = s, Man anvender blot

lemma 12.71 pad funktioncn F : En---—)E1 defineret ved fastsat-~

2 2
telsen F(u‘l,cn-gun) = u.-1+-no+u-nn

Exempel 12,12 slut !
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hed. S& gelder:

Hvis A er et omréde med reguler rand 1 M, er O A en
(n-1)dim, del-mangfoldighed af M.

Hvis M er parakompakt, er JA parakompakt, og hvis
yderligere M er orienterbar, er g A orienterbar.

Bevis. Lad p € aA, og lad x vare et kort p& M nmed

koordinater (uqy...,u,) € DC E', s& 0eD, x(0) =p og
3_1 (x(D)~A) = DnEE . Hvis n=1, er sztningen triviel, sa vi an-
tager, at n> 1. 1 1 -

Pastand: x(DAE® ') ¢ dA, hvor E'7 ¢ E* er indlagt

som hyperplanen u, = 0.

Bevis: Hvis q = _}g(u{,...,ur'l_.l,o) er givet, betragter vi
den &bne delmengde D' af E, der fremkommer ved at parallel-
forskyde D med vektoren —(u{,...,ur'l_1,0). Vi har altsé

D' = D - (U.-i,...,ulrl_-],()) [
.Definer s& x' ¢ D'—> M ved fastszttelsen:

x! (v1,...,vn) = g(v1+u1',...,vn_1+ur‘1_1,vn)
for ethvert (vq,...,v,) € D',

Pr. konstruktion er Xx' nu et kort pa M med koordinater
(V.l,...,vn) E D’, Séledes at 0 € Dl, _&' (O) = L(u‘i’...,u _
q, og siledes at

_J_C_'_1 (x'"(D')NA) =D'n Ei_l (overvej dette).

Pr. definition er q derfor et randpunkt for A, og pé-
standen er bevist,

Af pastanden fglger, at ;]Dern"1 giver et arvet koor-

dinatsystem pa c) A. Da vi kan overdzkke JdA med sddanne
koordinatsystemer, fglger det, at JA er en del-mangfoldighed
af M.

Da A er lukket i M, og JA = M~ (intAuv(Ja) er OA
en lukket delmsngde af M. Hvis M or parakompakt, er JA4A
derfor ogsa parakompakt (App. 3 opgave 1).
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Antag nu, at M er parakompakt og orienterbar.

Velg en oricntering af M. Vi kan sa finde et
system af positivt orienterede kort Xx : D& E*—> M p3d M,
s& x (x(D)nA) =Dn Eil, og som overdzkker o A (sammenlign
med lemma 10.9). Lad nu X og Yy vere 2 kort 1 dette system
med koordinater henholdsvis (u1,...,u ) e D& E® og
(ViyeoesVy ) € EC EY, og antag, at X(DnEn )Ax(Ef\En-1) + 4.
Vi gnsker at vise, at de arvede kort x|DnE™” . og ylEn g
pa J A overlapper positivt. Da aA er parakompakt, vil dette
bevise, at J A er orienterbar (smtning 11.5).

= \ //

Fig. 25

Vi gnsker altséd at vise, at
AR }

c)u 0 for u,.=0.

. n
,J=1,ooo,n-1 *

v v
For u, = 0 er S——un =.., .=§-—n—-= 0, fordi X-11C. afbil~

det § ==

der randpunkter 1 En pa randpunkter i E + Vi bemzrker end-

\'4
videre, at é———)o for wu, = 0, fordi v, > O nar u_> 0
du, = n < n=
(i begge tilfzlde beskrives nemlig punkter i A). Overve] disse
pastande.
Da kortene x og ¥y er positivt orienterede, giver lemma
11 .0
V.
det{ g—ﬁiz >0 .
i,3=1,44yn
For u_ =0 har vi sa

n
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oVy  19Yy
au1 coo:aun
= : ;
0 < det{ ‘)——-—ulk = | %
0% 7 1,3=1,.005n T v
LI O ] Iaﬁ
Vi o'n
= det] —= *Iu
ot PRI

\'s
Heraf sluttes dels, at gTrl > 0, og dels, hvad vi ¢gnsker

at vise, nemlig n
V.
det{éa-l-} >0 .
o%3?14,3=1,...,n-1
Som nevnt viser dette, at QA er orienterbar,
Dette afslutter beviset for s=ztning 12.13.

ler rand i en parakompakt,orienteret differentiabel mangfoldig-
hed M7,

Orienteringen af M fastlegger en orientering af S A,
den sdkaldte inducerede orientering af A, pid fglgende mdde:(ndn

Lad x vare et kort p& M med koordinater
(Wyseeesu,) €DC E?, saledes at gc,-1 (x(D)n A) = Dn El_:_l . Hvis
duqa ... ndu  er en positiv n-form over x(D) (x positivt
orienteret kort pd M), skal (-1 du.a ... ~2du, 4 vere en
positiv. (n-1)-form over gc_(DﬂEn'1) ¢ JA. Eller zkvivalent:
Hvis {J_ru yeoes X & giver en positiv basis i alle tangentrum
for M over x(D)} skal {Lu yeserXy } vere en basis med

1 n-1

fortegn (-1 1 alle tangentrum for JdA over x(DA En_1).

Da kort af typen Xx pad M, som beskrevet ovenfor, giver
et positivt overlappende atlas af kort ;|DnEn-1 pd QA
(bevist 1 sztning 12.13), viser bemzrkningen cfter sztning 11.5
(p. 205), at vi virkelig far fastlagt en orientering af JdA
ved ovenstéconde vedt=gt.

Exempel 12.1%. T dette exempel belyser vi orienterings-
konventionen ved at Lelragte ot omrddc med reguler rand A i ED
for n=1,2,3. Vi benytter Ler den geometriske fortolkning af
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standard orienteringen pd E° ‘for n = 1,2,3 givet i § 1o

opgave 4.

_15_:_1_. Et omrdde med regulzr rand i E' kan f.eks. vare et

Jukket interval A = [a,b] , Vi tillzgger her punktet a ori-
enteringen - og punktet b orienteringen + . En begrundelse
herfor ligger i, at uqy ™~ a + Wy giver et positivt orienteret
kort p&4 E og w3 Db - uy et negativt orienteret kort pé&
E1. Benzrk endvidere, at (- ‘l)

/1"2 E
2 b

E_?_. JA bliver her en kurve 1 planen. En orientering af
34 svarer derfor til et valg af positiv gennemlgbsretning.
Nir o A gives den inducerede orientering fra E2, vil en bi-

list, der gennemkgrer aA i positiv gennemlgbsretning, hele
tiden have A pa venstre hand.

2 _
E ey
A % P

—\\L

Da izu1 ,zu } er en positlv basis 1 TpE2 og (.1)2 =1,

er X en pos:.tlv basisvektor i T, o4.

a A bliver her en flade i rummet, En orientering af
DA svarer s& til et valg af positiv omlgbsretning i hver
tangentplan for a A. Nar 5}& gives den inducerede oriente-
ring fra E3, bliver den positive omlgbsretning i en tangent-
plan for aA netop den, der ved "supplering" med den udad-
rettede normal til oA (den normal, der lgber ud af A) danner
en hgjre-skrue i rummet,

Z
1 f T, oA
P
2y,
Da {xu 1%, § er en positiv basis 1 TpE3 og

(- 1)3 = -1, ertl%_u iu en negativ basis i TpaA.
Exempel 12.14% slut !
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Vi skal nu se pa mulighe_den for at integrere over et
omrade med regulzr rand, Der gzlder her fglgende existens- og
entydizhedssztning:

orienteret differentiabel mangfoldighed, og lad A vzre et
omrédde med reguler rand i M,
S& findes en entydig bestemt linesr funktional

fA : Oc()g(M)——)E1 ,

hvor vardien af ‘( PA& W € Qg(M) betegnes 'Sw og kaldes
A A
integralet af ) over s der opfylder fglgende betingelse:

Hvis stgtten for we$) (M) er indeholdt 1 billedet af
et positivt orienteret kort x p& M med koordinater
(u1,...,un) €EDC EY, og a : D————>E1 er den entydigt bestemte

reelle differentiable funktion, si

w(z(u‘],-.o,un)) S a(u1,...,un)du1’\ ooa’\dlln(u»],oo-,un)
for ethvert (u1,...,un) € D, skal

Sw =(D (XAOE).a(u‘],.oa,un)du-luoodun [

Notation. XA er den karakteristiske funktion for A,

1 for p e A

X (- g

0] for pe MvaA

(XA © x}+a virkelig er Riemann integrable p& D, s& defini-

tionen af l(cu for st(w) € x(D) har mening, behgver vi kun
A =
at bemzrke, at beviset for sztning 12,6 gir uzndret over. I

stedet for weQ?(M) skal vi blot betragte n-formen >(A-cu
p&d M, Forstdet ret, vil vi sd faktisk have fw =J Xpo0 o
A M

Med hensyn til integrabiliteten af (XA O x)+a bemerker
vi, at der kun er problemer, nir x(D)AJ A 4 @, Hvis x er
et kort p& M, si _:g_1_ (x(D)n A) = DnEf, ser vi, at eventuelle
diskontinuitetspunkter for ( Ay © x)*a er indcholdt 1 D ,‘En—‘l,

der har Lebesque-mdl 0 41 E%. I dette tilfmlde er der altsd
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intet problem (saztning 12.1). I det generelle tilfzlde benytter
vi, at koordinatskiftene pa M afbilder mengder med Lebesque-
mdl O i E° p& mengder med Lebesque-mdl 0 i EZ til at
slutte, at diskontinuitetspunkterne for (,XA © x)*a har
Lebesque~-midlet 0 1 E},  Se opgaverne 5 og 6 for nmrmere vej-
ledning.

Dette afslutter beviset for sztning 12,15,

Ved beregning af et konkret integral vil det i de farreste
tilfzlde vzre muligt at foretage denne ved at splitte integralet
op over koordinatomegne ved hjelp af en deling af enheden som i
beviset for sztning 12.6. Det kan her vare nyttigt at kende fol-
gende sztning:

= i s S D e e s e e e

differentiabel mangfoldighed, og antag, at AqyeceyBy  er om-
réder med regular rand i M, sdledes at

) LkJ
1) M= UA,
i=1 *

og
1) intA;n intA;= g for i + 3.
S& er
A n
w =3 Sw VweZran .
M i=1 JA.
i
Bevis. Pr. definition af integralerne skal vi blot vise,
at '

f a(u,l,...,un)du1...du,rl
D k
— o) N
- -1——: fD(XAi x) a(uqao--,un)du1...dun

hvor a er koor@inatfunktionen for u)ecgang) med hensyn til
et kort x pd M,sd st(w) < x(D).

Da -5-1(Ai(‘Aj) for i 4 j har Lebesque-m&l 0 i EO
(ses ved hjzlp af opgave 95), er dette kendt fra m3l- og integral~-
teori.

Dermed er sztning .12.16 bevist,
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I mange tilfzlde er det vanskeligt at "splitte" en mang-
foldighed op i omrdder med regulzr rand pa hensigtsmessig vis.
Man kan si undersgge muligheden for andre opdelinger af mang-
foldigheden, f.eks. i n-dimensionale intervaller.

mangfoldighed M? kaldes et n-dimensionalt interval pd M,
hvis der findes et kort x p& M med koordinater i den Abne
mengde D& E? og et n-dimensionalt interval

R' = [aq,bq] x ... *'[an’bﬁ] i E%, s3ledes at R ¢ D og
x(R') = R. :

Definition 12.17. En delmengde R af den differentiable

Hvis R er et n-dimensionalt interval pa den parakompakte,
orienterede differentiable mangfoldighed M? findes et entydigt
bestemt integral j 3 Qg(M) —->E1 over R fastlagt som i

R

setning 12.15. Hvis Riy.eesRp er n-dimensionale intervaller
pd M, s&

k
i) M= Ry

og :
i1)  intR;n int R = g for i 4 j

gelder ogsd 1 dette tilfzlde:

jw =i Jw Vwe gafj(M) A ‘

M i=1 R,

intervaller Ry,...,R, pa M, der opfylder i) og ii), for en
opdeling af M i n-dimensionaie intervaller. Den tilsvarende

engelske glose er en "paving of M", Da et n-dimensionalt
interval er kompakt, mi en differentiabel mangfoldighed Mn,
der tillader cn opdeling i n-dimensionale intervaller, ngdven-
digvis vere kompakt. En interessant og dyb sztning af Cairns

giver det modsatte udsagn: Enhver kompakt differentisbel mang-
foldighed M® tillader en opdeling i n-dimensionale interval-

ler.,

Vi betragter nu til slut i dettc afsnit Riemann'ske mang-
foldigheder.



235.

Definition 12.18. Lad M®. vare en orienteret, parakompakt

Riemann'sk mangfoldighed med Riemann'sk volumen mal 4V, og lad
A vzre en omridde med regulser rand i M.

Integralet af f e¢§Dg(M) gver A, Dbetegnet g f, de-
A

fineres som integralet af f-dVv Eé[)ﬁ(M) over A, Pr, defini-

tion har vi altsa:
ff= ff'dVO
A A

Hvis A er kompakt, vil vi endvidere ved volumenet af A,
betegnet vol(A), forstid tallet :

vol(A) = J'dv .
A

Bemzrkning. Hvis X er et positivt orienteret kort pad M

med koordinater (u1,...,un) €EDC E? har det Riemann'ske volu-
men mil fremstillingen:

avlx() = V&' duga ... Adu, .

Hvis A< x(D), far vi sd pr. definition af integralet
af f € éag(M):

gﬂf = ‘(-}5_1 (A)(f'l/a) (_J_C_(u1,...,un))du1...dun .

Tilsvarende far vi, hvis A er kompakt og A € x(D):

VOl(A) = J_al (A) V’E}-I (_?,C_(u1,...,un))du1...dun [

X

Opgave_2. Lad 04 C E" og 0, < E" vere &bne delmengder,
og antag, at n < m. Lad endvidere F
ferentiabel afbildning.
Vis, at hvis X< 04 har Lebesque-mal 0 1 E", har
F(X) ¢ 0, Lebesque-mdl 0 i E", |
Gennemfgr f.cks, beviset i fglgende skridt:
1) Vis, at hvis K € 0y er en kompakt, konveks delmzngde
af 04 findes en konstant C, si

lF(x) - F@ Il c¢ «]lx - yl] Vx,y e x .

2) Vis, at hvis XAK (X som i 1)) har Lebesque-mdl O
i E® vil F(X~K) have Lebesque-mil 0O i =W,

. 01*—4-02 vere en dif-
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3) Fuldfgr beviset.

melsen af f_ i sztning 12.15, er Riemann integrable,
A

Opgave 7. Lad D vare en aben delmzngde af E2, og lad

f: D-—:;ET—_;ére en differentiabel funktion.

Betragt Monge-fladen M 1 E3 rned fremstillingen

og induceret Riemann'sk metrik fra E3.
Hvis A er et kompakt omrdde med regulm=r rand pd M,
skal man nu vise, at

of |2 of
1 = S 1 ol A
voL(a) x'1(A) v/ ¥ €5u1) ’ (bu2)

2 du1du2 .

Opgave_8. Beregn vol(Sz) (overfladearealet), nér g2

forsynes med den sadvanlige Riemann'ske metrik,

Opgave_9. Antag, at R > r. Betragt den flade 1 E3
(Torus), der fremkommer ved at dreje cirklen 1 u1u3—p1anen
med radius r og centrum (R,0,0) omkring u3-aksen. Giv
Torus den inducerede Riemann'ske metrik fra E3. Beregn volume-

net (overfladearealet) af Torus. .

Hvis [ : E1-——>E1 er en differentiabel funktion, og
A= [a,b] er ct lukket interval pa E1, siger differential- og
integralregningens hovedsaztning, at

b
S £1(t)dt = £(b) ~ £(a).
a

Nir vi bemzrker, at d4f = f£'(t)dt, og at A4 = d Ea,ﬁ]
bestdr af punktet a med orientering - og punktet b med orien-
tering + (se exempel 12,14), ser vi, at demnne formel kan skrives
péd formen: .

g; df = .I;A f.
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Dette resultat skal vi nu generalisere til vilkarlig

dimension:

Setning_12.19. (Stokes' sztning).

Lad M® vare en n-dimensional orienterct, parakompakt
differentiabel mangfoldighed, og lad A vzre et omride med

regulzr rand i M,
Hvis o A gives den inducerede orientering fra M, og

OA—>HM er inklusionsafbildningen, gzlder formlen

PN (P Vwe )21 ap)
fA R FY! Gq)c

Bemgrkning. Da w € 9n 1(M) vil dw eg{)n(M)
(lemma 12.4) og i*(w) E@c' (BA) Idet dim A = n-1, er

Der findes en lokalt endellg aben overdazkning 2{ {U }
af M med o€ I, siledes at U, = X, (B,) for et positivt
oricenteret kort X, PA M med koordinater 1 den 8bne mzngde
D, <€ B" Vole I, og s& ethvert af kortene X, har en af

fglgende egenskaber:
1) x_ (Dy ) S M4

=1 _ n

3 x (x, (D, )nA) =D, NE .

Da MNA og intA er &bne delmengder af M, ogda QA

kan overdzkkes med kort af type 3), beviser man let denne pa-
stand ved at benytte, at M er parakompakt.

rad mu %/ ={U} rned o€ I vere on sidan lokalt endelig
Aben overdzkning af M, og lad ?; B fi;{g vere cn deling af
enheden associeret med 2(

Det er klart, at {U no A§ er en lokalt cndelig &ben
overdskning af c}A, og at ff ) A_Z' er cn deling af enheden
associlerct hermed.,

Hvis E£2-1(M)’ far vi sd (se beviset for smtning 12.6):

_ S _
jﬁdw_fAd(/__,i;{w ) = > Sd(fo{w)

€T elel i
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og
f i*(w) = J 1*<7_ fw) =% _ ( 1H(Lw) .
oA oL o€l JET on

Af disse udtryk fremgar det (hvorfor ?), at det er til-
strzkkeligt at bevise, at

d g i*(w)
L\ d aAl

for q)eggJ (M) med st(w) ¢ x(D), hvor Xx er et positivt
orienteret kort p& M med koordinater (u1,...,un) €EDC En,
der har en af fglgende egenskaber:

1

1) x(D) ¢ M~ 4
2) x(D) € intA
3 x (@D aAA) = DAER

+
Vi behandler nu hver af de 3 tilfzlde,

1) Da st(dw) € st(w) € M A er begge integraler 0 1
dette tilfzlde, og der er intet at bevise.

2) Da w € 592'1(M), findes reelle funktioner
Bpyeserty D-—9E1, sdledes at
n i"'1
wlx® = _(-1)
i=1
Ved at benytte de szdvanlige regler for det ydre differen-
tial samt anti-kommutativiteten af A

a-du-lf\-..AdU.- Adui1A..‘Adun.

, far vi:
| 1 3 334

Da st(dw) g st(w) € x(D) € intA, og x er et posi-
tivt orienteret kort pd M, far vi sa pr. konstruktion af
intecgralet:

SA dw = iggii' du-|...dun N

Udvid nu funkticnerne ay ¢ D ——9E1 til 3& g En——--aE1

ved fastsazttelscn ’aa(En\ D) = 0. Da st(ai) € D, er disse
udvidelser trivielt differentiable, og

n aa
dw =: duq...du; .

A n.au. 1n
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Integrerer vi i den i'te summand fgrst med hensyn til uy )

far vi:

n

_ o83
fA dw - i§=1 g( I 1au du )du'looo(lul 1dul+1...du *

Hvis b er et reelt tal, si ;f (st(w)) € [-b,bJ x
. Xl:_b b] ser Vi’ at

f ac.. _ b aai .

' 0% -poU; 1
= gi(..,b,..) - gi(..,-b,.-)
=0-0=0,

&) Heraf fglger, at J dw = 0.

A
Idet st(w) ¢ x(D) € int A er det klart, at ogsé
( i*(w) = 0 1 dette tilfzlde.

34
Dette beviser formlen i tilfzlde 2).

3) Vi beskriver ws 692"1 (M) med st(w) < x(D) 1
kortet x s?m i tilfzlde 2).
Da x ()AL = DnEE, far vi nu:

n aai
n aa.
= ; JDnE:n au du'l-oodlln

Indfgrer vi de trivielle udvidelser ai . Eg-—-aEﬂ af

a; som fgr, far vi sé:

oo oot (P o
w = du tra u [
A =T R 5“ 1

Integrerer vi nu igen fdgrst efter u; 1 den i'te summand,
ser vi som fgr, at alle summander panzr den n'te bliver 0.

Vi far altséa:

_ I

1
=
o]
L
e
8
Y
=
jo 8
£
jal
£
a.
o8
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Da & er O for wu, .stor, fglger heraf:

Lard

Betragt dernzst gé i*(w). Da 1i¥*(dw)) = O, far vi:
A

1% () |x0AE") = (D7 aduga Ll ady

Ifglge orienterings-konventionen er (- 1)n duqgA ... Adu, 4
en positiv (n-1)-form pd JA over x(Dr\En . Da
st(i*(w)) € x(DNE '1), far vi s& pr. konstruktion af inte-
gralet:

I

Sx(DnEnJ) (-2,) (<D dug A ... Aduy g

= - gDnEn_t‘ an(u1,-..,un_»i,O)dU.«l-..dUn_n]

4

Af de udledte formler fglger nu straks, at

f dw = ( i*(w)
A oA

i tilfzlde 3).
Dette afslutter beviset for Stokes' sztning.

Da enhver differentiabel mangfoldighed M er ot omrade
med reguler rand i sig selv, og OM = @, far vi straks fgl-
gende korollar til Stokes' sztning:

Korollar 12.20. Lad MD vere en orienterct, parakompakt

differentiabel mangfoldighed. S& gzlders
j aw =0  Ywed3 o
M

Korollar 12.21. (Green's satning).

™

Lad D wvzre cn aben delmmngde af 52, og lad
fq,f5 3 D-----aE1 vere differentiable funktioner. Lad endvidere
A vare ot kompakt omrdde med rcguler rand i E2, sdledes at
A< D. :
Idet (uq,u2) ¢ E° betegner de sadvanlige koordinater pa
E2, gzlder sa:
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g gaf ot
.+ =
5 £q duq + £, du, . €5u1 aug)du1ou2 .
Bevis. Betragt diffe :rential formen w = 4 duy + PN du2

Da A er kompakt, kan vi finde ¢n differentiabel funktion
@ D——)E1, sdledes at gﬂ-—“l pa en omegn af A, og sé st(?’)
er kompakt (lemma A3.19).
1det vi kun skal operere pd A, kan vi derfor uden ind-
skrznkning antage, at stlw) er kompakt (betragt 1 modsat
fald ¢ . W e

Da
N OF
dw = (E)"a'" - a—uz)du1A du,

fglger Green's satning nu umiddelbart fra sztning 12.19.

 Neste smtning er en umiddelbar generalisation af den klas-
siske Divergens-sztning, ogsd kendt som Gauss' satning.

Setning 12.22. (Divergens-szining gen) .

Lad M} vere en oricnterct, parakompakt Ricmann'sk mang-
fcldighed, og lad A vare et omrade med reguler rand 1 M.
Lad endviderc Z verce det udadrettede enheds-normalfelt til
s i M, og giv oA den induccrede Ricmann'ske metrik og
oricntering fra M.

Hvis X er et vektorfelt med kompakt stgtte pA M, gel-

deor sa:
f divX = /( (X,2) .
A on

er fastlagt aleae

For p € é)A ar Zp € TpM den entydipt bestemte tangent-
vektor til M, sor or normal til 3 A 1 pE ) A, har langde
1, og kan rcpruscntercs vod en Xurve of ¢t j -E',é[ —> M, sa
<(0) = p, X(x) «hrn for t <0 cg oAty e M~A for t > 0.
(Pegn illusircrende figur).,

e

& V_]_

Lad &V e dVy, VeI de Ricnann'ske volumen mal
4
A oon Jh.

S.

pad henholadsy



242,

pr. definition af integralet af cn funktion (definition
12,18) har vi:s

—( divX 1( divXdv
A A

og
(X,2) = I (X,2)dVy,
g&A ’ oA oA
divX er definerct ved fglgende ligning (p. 192):
givxav = (-H2la@ o x)
= a((-nP"1loxy
&7 Idet vi sgger at nd frem til at kunne anvende Stokes'

seatning, undersgger vi nu

(-1l xy
hvor 1 : aA —»M er inklusionsafbildningen.
Lad dertil x vzre et positivt orienterct kort pad M
med koordinater (u1,...,u ) e D ¢ E®, siledes at
(k(D)f\ A) = DnE+ S8 giver xanE -1 ot arvet kort pi
c).-x. Hvis
i

£ %,

1

N
i

X =
i

har vi tidligere vist (p. 193), at

n A .
170 x =Z:1(—1)n"1 2 o QUAA eoe AAUy A QU g A eee A
i

DPa i*(duw,) = 0, far vi heraf:

(=P "1 oy s (1P ARG duga e.. Adw

over x(Dﬂ"n 1).

Vi prgver nu at udlcde ct tilsvarende udtryk for
(X,Z)dVaA.

Da (-1 auya ... Adu,_q cr cn positiv (n-1)-form pd
JA pr. konvention, og Z cor dot uwdadrettede enhedsnormalfelt
til o A, gxlder:

dva}\:. (‘}_{u-‘l A "}'S‘tln_-])

= (1P av(x,

> & 8 X
11’ =

Z)
r1—1,
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(overvej dette; bemerk, at X, ' "peser ind" i A).
S& far vi: n

(X,Z)dVdA(;u1, . ’Lun-1)

% (x, ,Z)(-1)n'1dv(;u1,...,;<,u 2
Nn=

= (-1 (o dV(;u ,...,;u ,(gu yZ2)Z) .
Vi har herunder benyttet, at (zﬁ ,2) = 0 b’i Tgoasgh=T,
da 2 er normal til OA.
Idet
§=1 1 . ,2)
xun i=1 z;ui Eun
og dV er alternerende, far vi nu videre:

(X,Z)dVaA(§u1,...,;un_1)

(-1 ¢ dv(;u1,...,_;gun)

It

= (-1)n-1 tn G L]

N&ir vi dernzst bemerker, at en (n-1)-form pa A er
entydigt bestemt ved sin verdi pd n-1 linezrt uafhangige tan-
gentvektorfelter, fglger heraf: )

_ n-1 ,n
(%,2)aVy, = (-D770 ¢ V6 aqun ..oadu,

over x(D~E U
Ved en sammenligning af de udledte formler, far vi nu straks:

i (-1 lox) = (x,2)avy, .

Stokes' sztning tillader sd fglgende udregning:

,( div X
Jiy

f divXdv = f a1 o x)
A A

1]

. n-i;-1 -
faAl*((-ﬂ 1" '0X) = faA (X,2)aVy,

=f (x,2) .
dA

Dermed er Divergens-swtningen bevist.
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Vi stiler nu mod at bevise den klassiske Stokes' sztning.

Konvention. Lad M® vmre en orienteret del-mangfoldizhed

af EM', Ved det positive enheds-normalfelt Z til M 1 E®HT,
forstds feltet fastlagt pd fglgende mide:
For pe M er Zp € TpEn"'1 den entydigt bestemte tangent-
vektor til En, der har l=zngde 1, og supplerer en positiv basis
1 n . : . . 1 .
{Xp,.%.,X@ } i TpM til en positiv basis iXp,...,Xg,Zp} i

r gtl,
P

Setning_12.23. (klassiske Stokes' satning).

Lad M vare en orienteret flade i E3, og lad 2 vzre
det positive enheds-normalfelt til M 1 ES. Lad endvidere A
£J vere et omrade med regulzr rand i M, og lad T vzre det posi-
tivt orienterede enheds-tangentfelt til JA, ndr OA gives
den inducerede orientering fra M.
Hvis X er et vektorfelt med kompakt stgite pa E3,' gelder

s&:
J (rot X ,2) = f (X,T) .
A oA
Bemerkning. (+,*) er her den sadvanlige Riemann'ske metrik
= I
pa E

7/

Bevis. Lad 4V, dVM og dVdA betegne de Riemann'ske volu-
men mil p& henholdsvis E5, M og QA.
Pr. definition har vi sa:

j (rotX,2) = J (rot X,2)av,
A A ks
rot X er defineret ved fglgzende ligning (p. 197):

rotX =190 d(m © X)

hvoraf fés:
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1710 rotX = d(m © X).
Hvis I : M ———9E3 er inklusionsafbildningen, betragter vi

nu 1-formen I¥(m © X) pd M.
Idet dM betegner det ydre differential pa M, far vi:

I*{d(m © X))
- 1%(1" 1o rotX) .

il

dM(I*(m 0 X))

(u1,u2,u3) € D& E3, saledes at 1|DnE2 er et kort p&d M.

& Vi kan uden indskrznkning antage, at {_};u 1X, ,Z2} giver
positive baser i tangentrummene for E- over 1;(DnE e
83 far vi:

(rot X ’Z)de(Lu,l ’3112)

1l

(rotX,Z)dV(_Jgu ,;gu2,Z)
1
- -1
= (1"'o rot XAm© Z)(Lu1.,;cu2,z) .
I sidste lighedstegn har vi benyttet lemma 10.13. Idet
mo 2(2) = (Z,2) = 1

og

m © Z(J_cu1) =m © Z(;c_uz) = 0 ,

£3r vi s ved at udnytte formlen for virkningen af et A ~pro-

dukt pa vektorfelter:
(rot X ,z)de(;c_u1,;c,u2)

= 3170 rot X (xy bxy ) - 170 rot X (xy »x, ))

-1
17 'o rot X (_J_c,u1,zu2)

)

-1
1#(17 'o rot X ) (¥, »X
a5y
Da 2-former pd M er entydigt bestemt ved vardien pa et
par af linexrt wafhengige tangentfelter til M, viser ovenstaende,

at
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(rot X ,2)aV, = 1*#(17 %0 rot X) .

Dermed er pastand 1 bevist.
Hvis 1 : QJA-naM betegner inklusionsafbildningen, gnsker

vi dernsst at vise:

Eé._s_i:éng __2_- i*(I*(m 1% X)) = (X,T)dVaA L

Bevis. Da T er den positive enheds-tangentvektor til

kurven Q A, er dvaA(T) = 1, Vi far derfor:
i%(I*(m © X))(T)
=m©° X(T) = (X,7T)

(X,T)dVaA(T) .

il

Dette beviser pastand 2 (hvorfor ?).

I fglgende afsluttende udregning benytter vi péstandene 1
og 2 samt Stokes' sztning:

gA(rot X,2Z) '(A (rot X ,2)dVy

J I*(1" 10 rot X)
A

4y (T*(m © X))
JA A

f&A i*(I*¥(m © X))

I

»(dA (X,T)dVaA

(X,T) .
~(bA ’

Dermed er sztning 12.23 bevist.

Opgave_lo. Lad D vere en 3ben delmzngde af E2. Tden-

tificer E° med den komplexe plan, og lad I ¢ D-—-—aE2 vEre
en holomorf afbildning. Antag endvidere, at A er et kompakt
omride med rcguler rand i E2, s& A ¢ D. Vis nu, at

( f(z).dz = Q.
OA
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Dette er Cauchy's integralsétning for et omridde med reguler
rand.

AC {(u1,u2,u3) € E3|u3-§ O} .

Man kan taznke p4 A som et legeme nedsznket i en vadske 1
halvrummet u3 < 0. Antag, at denne vadske har vegtfylden £
og lad X = ¢ Uk, for uy € 0 vzre det nedadrettede tryk i
vezdsken. Hvis Z 3 er den udadrettede normal til legemet A,
defineres opdriften pa& A som

jaA (X,2)aVy, -

Vis Archimedes' lov.
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§13., Topologiske anvendelser af

Stokes' sztning

I denne paragraf vil vi ved hjalp af Stokes' satning fgrst
bevise Brouwer's fixpunkt sztning og dernamst, at der ikke
findes noget differentiabelt vektorfelt pa en lige dimensional
kugleflade, der er forskellig fra nud i alle punkter af kugle=~
fladen,

Vi vil fgrst bevise Brouwer's fixpunkt setning. Det drejer
sig om fplgende sztning;

Setning 13.1. Lad B® betegne cnheds-kuglen i B . S&

Vi forbereder bevisct for denne sztning i to lemmaer.

Lemma_13.2 Lad A og B vare lukkede delmmngder af det
f: A=Y og g: B—>Y vere kontinuerte afbildninger ind i det
topologiske rum Y, der stemmer overcns pd deres fzlles defini-
tionsomrdde, dvs. s& f|A~B = g|An B,

Sa er afbildningen h: X ~ Y defineret ved fastszttclsen
h|A = f og hiB =g ogsd kontinuert.

-

er beviset fgrt.
Det er klart, at
n1(c) = 7 (e)ugT (O,

Da f er kontinuert, er £=1(c) en lukket delmengde af A,
Jdet A er lukket i X, fglger heraf, at f"1(C) er luklket
i X, P& tilsvarende mdde ser vi, at g"1(C) er lukket i X .
Disse observationer viser, at n~1(C) er en lukket delmengde
af X, og beviset er fgrt,
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Lemma 13.3. (Det vasentlige punkt).

Lad som szdvanlig B" og Sn'1 betegne henholdsvis enheds-
kuglen og enheds-sfzren 1 ', 83 gelder:

Der findes ingen kontinuert afbildning £ 137 Sn"I , séledes
at £18%" = 1gn1

Bevis. Antag, at der findes en kontinuert afbildning

foBt o g8 s £8P = agnag . Idet w= (yy...yup) € o
betegner et punkt i E?, og |{l*|l er den szdvanlige norm i E°,
betragter vi afbildningen

g:En\intBn——9 Sn'1
defineret ved fastssttelsen

glu) = ﬂ%ﬂ Vuers int BY

Det er klart, at g er kontinuert. Da yderligere
(B~ int BY) ABE = 5771 og g 8% = 1gno1 = T | st-1 | viser
lemma 13.2, at afbildningen

By g

defineret ved fastsazttelsen h |B® = £ og h|E's intB" = g
er kontinuert.
Da afbildningen

u € \-{0}/“-»:”%—“ e g1

er differentiabel og stemmer overens med h pad den lukkede
mengde E°N int BY, er det klart, at h er differentiabel pa
B2\ int B® (definition 11.7).

Via inklusionen g1 < P! kan vi betragte h som en afbild-
ning ind 1 B,

Approximationssztningen (setning 11.8) viser nu, at vi kan
finde en differentiabel funktion H:E® — E", séledes at
H|E'N int B®= h, og si

Il H(w) - h(w) <3 Yuer”
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Idet n(u) es* ' Vuer?,. er det klart, at H(u) €E'N {o}
¥ ueB®, Heraf fglger, at afbildningen

G: B> gt

defineret ved fastszttelscn

G(u) = % VU.EE‘n

ogsé er differentiabel.
Idet
gt =n|st! =582 = g0t

fglger det, at G lsn'1 = 1gn-1
Vi kan registrere dette i fglgende kommutative diagram:

G
B — g~

i

Sn-1

1

hvor 1i: gh=1esy B er inklusionsafbildningen.

Betragt nu det Riemann'ske volumen mél d\/Eéﬂn'1(Sn'1) pa
~1
Sn

Fra Stokes' sztning fglger:

g a(e*(av)) = 1*(G*(d¥)) .
B Jan=1

Da d(dV) = 0, far vi:

a(e*(av)) = Gx(a(av)) = o,
Fra det kommutative diagram far vi:

1%(G*(aV)) = (1gn-1)*(aV) = aV

Af ovensthende fglger nu, at g aV = 0, hvilket er i modstrid
med sztning 12.8. gn-1

Vor oprindelige antagelse om existens af en kontinuert af-
pildning f: B> s, siledes at £|s%! = 141, ma derfor
forkastes, og lemmaet or bevist.
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Bevis_for_sgtning 13.1. Antag, at der findes en kontinuert
afbildning F: B%— B® uden fixpunkter.

For u€3® 1lader vi nu f(u) e s?"1 yere det entydigt be-
stemte punkt pd linien gennem u 0§ F(u), der er nzrmest u
(linien cr velbestemt, da F(u) # u).

Vi fAr herved defineret en afbildning f: B—> s%71 |
Pr, konstruktion er det klart, at f(u) = u Vﬁ_esn'1, dvs,

n-1 _
£1s = 1811-1

f{u)

Af geometriske 4rsager er det klart, af f er kontinuert.
Dette kan ogsa ses direkte af fglgende udtryk for f:

f(u) = F(u) +t-(u-F(u)),
hvor t> O er entydig bestemt af den kamuflerede anden-grads-
ligning:
P+t (u-FDll = £l =1

Vi har dermed ud fra P konstrueret en kontinuert afbild-
ning £: B®— sh- , s& f | s - Tgn-1- Da dette er i modstrid
med lemma 13.3, m& vor oprindelige antagelse om existens af en
kontinuert afbildning F: B'— B" uden fixpunkter forkastes.

Enhver kontinuert afbildning F: B"— B® har derfor

mindst et fixpunkt, hvilket skulle bevises.

Vi vil nu betragte problemcr vedrgrende gxistens af intet-
steds nul diffcrentisble vektorfelter pd kugleflader.
T den forbindelse far vi brug for begrebet glat homotopi.

Qg;;g;g;ggzgéig. ILnd M og N vare differentiable mang-
foldigheder, To diffcrentiable funktioner f, fqe M= N
kaldes glat homotope, hvis der findes en differentiabel

funktion F: MxE — N, siledes at
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i) VpeM Ve

4
il) VpeM ¥Vt >

O F(pat) = fo(P)
1 F(pgt) = f1(P)

F kaldes en glat homotopi mellem £, og f1 .

ningen ft t M- N ved fastsettelsen
Vpew: £.(p) = Flp,t)

ser man let, at £, er differentiabel, da F er differentiabel,
ogat f, =f  for T < 0 og ft = £, for t >-1, ft giver
sdledes en 1-parameter skare af differentiable afbildninger, der
i tidsrummet t € [0,1] fgrer f_ over i f, .

Fglgende sztning er fundamental for glat homotopi:

Setning 13,5 Lad M* og N* vere kompakte, orienterede

differentiable mangfoldigheder af samme dimension.

hvis £ ,f,: M — N er glat homotope, differentiable af-
bildninger, galder sa

for enhver n-form w pa N,

Bevis. Inden selve beviset undersgger vi fgrst produkt-

mangfoldigheden M x E1.
Lad PM‘.'MXE1——>M og PE1:MxE
projektioner, HVis‘fly er et positivt volumen mdl pA M, og E
har standard orienter{hgen bestemt af formen d4dt, hvor t eE

er parameteren pa E1, kan man lct indse, at

1—9 E1 vere de kanoniske

I'4
Oyt = P20 A Pryx(at)

bliver et volumen midl pa MxE'., Det er endvidere let at indse,
at C)MXE1 bestemmer c¢n veldefineret orientering af M):E1.

Det er klart, at M=x [0,1] er ct omrdde med reguler rand
i MxE' . Randen O (Mx[0,1]) for Mx[0,1] falder i 2
disjunkte stykker Mx {0} og Mx {1} . N&r O (Mx [0,1]) gives
den inducercde orientcring fra Ma(E1, kan man indse, at orien-
teringcrne p&d Hx {0y og Mx {it bliver i ét tilfzlde den
samme som orienteringen pa M og 1 det andet den modsatte.
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Vi ken nu gd over til beviset for s=ztningen.

Lad F: M:<E1w+ N vare en glat homotopi mellem f  og £q5
og lad w vzre en vilkdrlig n-form p4d N, Idet vi seztter
A= Mx [0,1] ,far vi s ved hjzlp af Stokes' sztning:

g d F* () =f ix(Fx@))
A aA

Da dF*(w) = F*(dw) = 0, fordi dw= O (wer en n-form pd
NY), f&r vi si '
J i¥(Fr(a)) = O
OA

Idet iy, i, ¢ M —> A = Mx {0} v Mx {1} er defineret ved:
Vopeu: igp) = (p,0) og i;(p) = (p,1)

f$lger heraf, nar vi benytter bemerkningerne om orienteringerne
pd Mx {0} og Mx{i} 1 forhold til M, at

t[jM io*(i*(F*Gu))) - J;i1*(i*(F*(uﬂ)) ] = 0
Da [, = Folei, og £, = Foiei, far vi heraf

‘ﬂ eore) - | 1@ =0,
M M
hvoraf straks fglger

S fo¥lw) = | f%@)
M M
hvilket skulle bheviscs.

;ggmg_134§4 Hvis n er lige, er den antipodiske af-

pildning A pa S° og identiteten 1gn P& s®  ikke glat
homotope.

10.6. C)er netop det Ricmann'ske volumen mil pd 87,
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Antag, at A og 1Sn er glat homotope., Ifglge setning
13,5 far vi sa:

Ssn 1Sn*(ﬂ.) = jsn ax(L1)

Nar vi benytter, at A*(gl ) = (-1)n+1.f1 (exempel 10,6)
fglger heraf, at

jsn‘o' - (_.l)n+‘| jan

Da (gg(l > 0, fordi gl er det Riemann'ske volumen mil

pad . 8", har vi en modstrid for n lige.
Dermed er lemmact bevist,

Vi kan nu bevise den gnskede sztning.

Setnipg 13.7. Hvis n er lige, findes der ikke et

differentiabelt vektorfelt X pa 57, sdledes at Xp + 0 for
ethvert p¢ st,

Bevis. Antag, at X er ot diffcrentiabelt vektorfelt pa

s?, saledes at X 4 0 for ethvert p €™, Vi kan uden ind-
skrenkning antage, at X ecr et enheds-vektorfelt, i modsat fald
normaliser- det.

I det fglgende vil vi parallelforskyde vektoren X, sé
den fir fodpunkt C)EEP+1. Xﬁ reprazsenterer derved etppunkt
pé s?, ’

Lad nu A: E'— E' vare en diffcrentiabel funktion, siledes
at N(t) = O for t< 0og A(t) =% for t> 1, og definer der-
nast F: Sn:<E1—9 s?  ved fastszttclsen:

VpESn Vi €E F(p,t) = cos A(t) +p+sin )\(t) -Xp
)

hvor summen cr sedvanlig vektor addition i En+1.
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Det er let atv verificcre, at P or en glat homotopi mellem
Tgn ©g A, Da n cr lige, har vi derfor en modstrid med lemma
13.6.

Dermed ¢r sztningen bevist,

Vi f8r nu straks fglgende korollar til sztningerne 6.24. og
13.7.
Korollar 13.8. For n ulige kan B ikke forsynes med

cn multiplikation, ved hvilken det bliver en rcel divisions
algcbra.

Specielt kan B3> altsi ikke forsyncs med cn multiplikation
uden nul-divisorer,

Vi kan give en akvivalent formulering af saztning 13.7.

Ved et differentiabelt felt af vektorer i g+ pa st
forstdr vi en differentiabel afblldnlng X: sP— En+1 Xp be-
tegner felt vektoren knyttet til p es?

A Lﬂ:;zié
\\hﬁhﬂ

Setning 13.7 er nu klart zkvivalent med

Sgtning_13.7!. Hvis n er lige, og X cr et differen-
tiabelt felt af vektorer i g+ pd S%, findes der mindst
ct punkt pes?, hvor X, or normal til s,

For n = 2 viser satning 13.7', at der altid vil vere
mindst cn pig, der stritter pd et (idealiseret) pindsvin.

Sztning 13.7 viser for n= 2 f.cks,, at en fysiker ikke
kxan skabe et elektrisk felt pd en kugleflade, sadan at enhver
feltvektor er tangent til kuglefladen og forskellig fra nul-

vektoren, og sdledes at feltvektorerne varicrer differentiabelt

hen over kuglefladen.

11.8) kan man lct vise, at sztningerne 13.7 og 13.7' ogsa
geldcr, nar feltct X blot c¢r kontinuert,
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Til sidst vil vi visc, at hvis n e¢r ulige, findes der ct
difforentiabelt vektorfelt X pa S", saledes at X, 10 ror
ethvert p¢€ st,

Antag, at n+1 = 2k og lad (u,, ...,uak) e B varc
koordinaternc i En+1.

For p = (Uyy +veuyly) es? satter vi

sz (_uz,u1, ....,-uzk,u2k-1) [

Da (p,X;) =0 og X + 0 for cthvert pe€s® ser vi, at
X er et differentiabelt vektorfelt pa s"  som gnsket,

Opgaver.

Opgave 1. Gennemfgr menglende detaljer i sztning 13.5.

Opgave 2. Lad a og b vare vilkdrlige reelle tal,
Konstruer en differentiabel afbildning A E1—6>E1, salcdes

at A(t) =a for te 0 og A(t) =b for t2 1,

Opgave 3. Lad M og N vere vilkdrlige diffcrentiable
mangfoldigheder., Vis, at glat homotopi er en zkvivalensrclation
i mengden af differentiable afbildninger f: M -—— N,

Opgave 4. En differcntiabel afbildning F: M — N kaldes
en glat homotopi gkvivalens, hvis der findes en differentiabel
afbildning G: N —=> M, sdledes at GeF ~1i, (~ = glat homotope)
og Fonu1N. M og N siges at vere af samme glatte homotopi-
type, hvis der findes c¢n glat homotopi zkvivalens F: M N,

Vis, at E® har samme glatte homotopitype som et punkt
(en O-dimensional differentiabel mangfoldighed).

Vis, at st og S® har samme glatte homotopitype, hvis og
kun hvis n = m,

Opgave 5. Lad f: S"— §% varc on vilkdrlig differentiabel
(kontinuecrt er nok) afbildning. Vis, at hvis n cr lige, findes
der mindst ¢t punkt pesS™ , s& ffp) = p eller £f(p) = -p.
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Opgave 6. Lad X vare et vilkdrligt topologisk rum
nomeomorf med BV, Vis, at cnhver kontinuert afbildning
F: X — X har mindst et fixpunkt.

Opgave 7. Lad M" vare en n-dimensional orienterct,
parakompakt differentiabel mangfoldighed, og lad I‘In'1 vEre on
(n-1) - dimensional del-mangfoldighed af M. Antag cndviderc,
at N wudggr randen pd et kompakt omrade med regulzr rand i M,
Lad I: N — M vazre inklusionsafbildningen og lad 1N vere den
identiske afbildning pa N,

Vis, at der ikke findes en differentiabel afbildning

F: M = N, der udvider identiteten pd N, dvs, s8 1y = Fel
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8§14+, De Rhanm cohomoloéi og afbildningsgrad.

Lad M® vare en n-dimensional differentiabel mangfoldighed.

w siges at vere en lukket r-form pd M, hvis dw= O,
w siges at vare en exact r-form pd M, hvis der findes en
(r-1) - form w' Egar‘1(M), saledes atw= dw!',

Lad
w = f1du1 + f2du2 + f3du3

vere en 1-form pa E3. Da

£, of DS o
2322 o1 _°.3
dw = (312 au3)du2A du3 + (6113 bu1)du3'\ d.u1
s OFy
+ (SET - gﬁg)du1A-du2

ser vi, at w er lukket, hvis og kun hvis rotationen af vektor-
funktionen £ = (f1,f2,f3) er O,

Det er endvidere klart, at ) er exact, hvis og kun hvis
der findes en differentiabel funktion f: E5 — E1, saledes at

_ (9L of Qf
L= O S g“—_v,) )

Det fremgér heraf, at definition 14,1, er en umiddelbar
generalisation af kendte begreber fra matematik 1., Betydningen af
lukkede og exacte 1~former i fysikken i forbindelse med f.eks,
konservative kraftfelter er velkendt,

Exempel 1Lk,2, slut!

Betragt nu for r > 0 diagrammet
(ira
04}1' 1 (M) dagyr (M) d,2r+1 (M),

hvor de linemre afbildninger d eor restriktionerne af det ydre
differential d: %) (M)—> Q(M) til 3 I"'1(1\4) og Qr(M).
For r = 0 skal 59"1(M) fortolkes som O-vektorrummet.
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Da d er linesr, far vi 2 underrum i é@r(M), nemlig

2Py ={wePTM ldw = o}
og
o ={fweTon [Tw e 7T rw=a wi}

Det fremgir af definition 4.1, at 2°(M) netop bestdr af
de lukkede r-former pa M og BY(M) af de exacte r-former pad M,

Notation., I det fglgende star zF (M) og BY(M) for hen-

holdsvis vektorrummet af lukkede og vektorrummet af exact:z r-for-
ner pa M.

Setning_14.3. Enhver exact r-form p& M er lukket, eller
szkvivalent : B (M) er et underrum af 2z (M) %fr > 0.

Bevis. d(dw') = 0 Fw: e(§@r“(M) (lemma 8.9). Bevis
Setning 1%.3 indbyder til fglgende spgrgsmal for ethvert
helt tal r > 1 :

Dette spgrgsmdl md i de fleste tilfzlde besvares benmgtende,
og kun for meget specielle mangfoldigheder kan spgrgsmalet be-
svares bekraftende for alle r > 1.

Vi kan opstille et mdl for "afvigelsen" fra et bekrzftende
svar til spgrgsmial 14.4. Da BT (M) er et underrum i 2zT(M)
(setning 14.3), kan vi danne kvotient-vektorrummet

il
gE(M) = 2 (W) s Vo

Det er nu klart, at H (M) = O giver en ngdvendig og til-
strekkelig betingelse for, at enhver lukket r-form pd M er
exact,

H (M) kaldes for den r-tc De Rham cohomologi gruppe af M,

Bemgzrkning. Betydningen af ovenstdende formulering ligger i,
at vektorrummenc H-(M) kan beregnes ved andre metoder end dif-
ferential former. Dette skyldes &n sztning af De Rham, hvis for-

mulering og bevis hgrer hjemme i den algebraiske topologi.
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Som en fascinerende ting viser denne s@tning bl.a., at vektor-
rummene HT(M) ikke afhmnger af den differentiable struktur

P4 M, selv om denne indgdr kraftigt i definitionen, men kun af
M som topologisk rum, Vi kan ikke her komme nzrmere ind pd disse
interessante problemstillinger.

Hvis F: M — N er en vilkdrlig differentiabel afbildning,
kan vi for ethvert r > 0 Dbetragte den inducerede linezre af-

bildning
P TN — I

Da  F* kommuterer med det ydre differential (sztning 8.13),
fglger det umiddelbart, at

P25 (M) ¢ ZF(m)
og
F*(B"(N)) € BT (M)
Der findes derfor en entydig bestemt linezr afbildning

HY(F) : Y (N) — HE (M)

siledes at HY(F) (cls(w)) = cls(F*{(w)) for enhver lukket
r-form w € z¥ (N),

Sgtning 14.5., Hvis F: M — N er en vilkarlig differen-

tiabel afbildning, far vi for ethvert r> O en induceret linezr
afbildning

H (F): H(N) — H'(M)

H'(-) bliver herved en contravariant funktor fra katego~
rien af differentiable mangfoldigheder til kategorien af reelle
vektorrum,

Bevis. Hr(F) er konstrueret ovenfor. At Hr(-) herved

bliver en contravariant funktar som beskrevet fglger af, at F*
er en contravariant funktur (sztning 8.14%), Bevis siut!

I det fglgende skal vi se, hvordan man i visse dimensioner
kan beregne De Rham cohomologi grupperne.
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§§§gggg=;§£§. Lad M vzre en vilkérlig n-dimensional
differentiabel mangfoldighed.

Hvis r>n gelder altid HT(M) = O.

Hvis M er!sammenhzngende, er HO(M)-g R (isomorfi som

reelle vektorrum), hvor G{ betegner de reelle tals legeme,

Bevis., Da éDIYMn) = 0 for r>n fglger det straks, at

Ifﬂp)=0 for r>n,
Idet BP(M) = 0 har vi:

Ho(M) = 29(M)

En O-form, dvs, en differentiabel funktion f: M — E' ’

er lukket, hvis og kun hvis differentialet d4f = O,

Nar M er sammenhzngende, er det let at indse, at df = O,
hvis og kun hvis £ er konstant (§7, opgave 8). Da vektorrummet
af konstante funktioner p& M (her som vi har set 2°(M)) klart
er isomorf med (R , er beviset fgrt,

Idet vi forsatter vor beregning af cohomologi grupper, be-
betragter vi nu igen spgrgsmal 1k.4,

Poincaré's lemma omtaler en rakke mangfoldigheder for
hvilke spgrgsmidl 14.4, kan besvares bekraftende for alle r > 1.
Fgrst beskriver vi disse mangfoldigheder,

Definition 1%.7. FEn &ben delmzngde D af E" siges at

vere stjerneformet m.h.t. uj €D, hvis linien 1 EY fra u, til
u €D helt forlgber i D Hue€D,

empler. EX m.h.t, et vilkarligt punkt. Enhver &ben kugle

1]
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Setning 14.8. (Poincaré's lemma),

Lad D vzre en aben delmzngde af En, som er stjerneformet
m.h.t, 0€DC E",

S& er enhver lukket r-form pa4 D exact for r 21 (gkviva-
lent: (D) = 0 V=r> 1).

Bevis. Vi vil fgre beviset ved for ethvert r > 1 at kon-

struere en linezr afbildning

h_: T — §THm,

saledes at

dohr_1+hrod=1&r(m Vr
Péstand. Hvis vi kan finde linezre afbildninger h._, og
h,, der tilfredsstiller ovenstdende identitet, er enhver lukket
r-form p4& D exact for r > 1.

Bevis., Antag, at w er en lukket r-formpd D for r > 1.

w = d(h,_,(w)) + h (dw)
= d(hr_1(U))).

Dette viser, at w er exact, og pastanden er bevist.

Konstruktion af h, 4.

....,un) €D C E? betegne koordinaterne i D.

skal vare linezr, er det tilstrzkkeligt at angive
verdien af hr-1 pd et system af frembringere for éD:P(D). Vi
behgver derfor kun at angive h, ,(w)} for w pd formen

W= fdu; A ... Aduy

1 lr

hvor f: D—> E er en differentiabel funktion. Definitionen
udstrakkes s& til hele ) (D) ved linearitet,
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Til r-formen duj A ces A duir lader vi nu svare en (r-1)-
form U Eg@r'1(D), hvor i (u) for wu = (0yy eeeyuty) ED er
defineret ved fastszttelsen:

(u) = u, du; A du. A ... Adu;
/u i i, 13 i,

-u. du. A du. A ,..Adu,
i, i, 13 i,

(_1)1'-1 U, duiz\ dui N ...Adui
T 1 2 r-1

Vi definerer dernazst h, j(w) Ec@r"‘(D) ved fastszttel-
sen:

1
n,_(w) (u) = cj

o

el f(t-u)dt)/u(u)

for ethvert u = (U;y ....,u,) €D,

t.u er her szdvanlig skalar multiplikation af vektoren u
med skalaren t. Da D er stjerneformet m,h.t. O€D, ser vi, at
t.u€D ‘g’t € [0,1], siledes at f(t.u) har mening.

Afbildningen hr defineres analogt i dimension r+1.

kontrollere den pd r-formerne

W=7 dui1r\ ...f\duir .
(u1, ooo’un) ED fé.I' ‘Ii nu:

o]
i

For .

alh,_4(w))(w

I\/IU
< IQ’

1
r-1
3 SO t f(t-u)dt)duj A/J(u)
L 1
+ ( S 2T f(t-u)dt)d/u(u)
- 0
=2 ( S l,' BH; f(t-u)dt)duj /\/u(u)

1
¢ X tr"1 f(t-u)dt)(r-dui/\ e Adu, Y(u).
o) 1 11‘
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I det sidste lighedstegn hér vi brugt, at

i

d/u T du A... adu,
T

(kontroller dette).
Ved at betragte den sammensatte funktion
WED Nt €ED NL(tu) €E

ser vi ved hjzlp af ksedereglen, at

) df
5-63' f(tsn) = E‘]' (t-u)+t .

Vi far sa:

d(h,_4(w)) (W)

=>__n:( 1 ¥ of (t.u)dt)du, A u(u)
I=1 o) 53; 3t A

1
i r.(J tr"1 f(t.u)dt)du, A ... adu, (u) .
o :L1 i,

Vi beregner dernast hr(duJ)(u):
n(dw)(u)

n
h (: of (u)duJA diag A wao Aduy )
1 ir

' = i:( SO tF aai (t-u)dt) [u duy 4;\ eeo Adu; - duy A/u(u)J

j=1 I'

Vi har i ovenstdende blot afspillet definitionen af hr'
overvej, at [ ... - c..] er 544" hgrende til (r+1)-formen

du. A du, A ,.. Adu. .
B i1 i,

Ved addition af de udledte formler far vi:
(d Ohr—‘l +]nr od)(wy) ()

1
= S {r.tn'1 £(teu)+ t¥ Z: of (t -u)u. } at) e
@]
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Benytter vi nu kedcreglen pd den sammensatie afbildning
teBE' /Nty eD 7NE(tou) ER!

ser vi, at

d of (..

Det fglger sa, at

(d°h,_,; + h,0d)(w) (u)

1
I‘—‘I r d o R } a .
( 50 {r-t flt.u) + t it f(t-u) dt) dui{\... ~du

]
4 Lt oect. } _
( jo 30 {f f(teu) dt)dui{\... Aduir

i

Flu)du, A ... Adu, =w{u) .
11 1r

Dette viser, at

- o] O
w= (d%h,_, +h, %d)(w) .

Dermed er den omspurgte formel bevist.
Dette afslutter beviset for Poincaré's lemma.

Bemerkning., Hvis (Y & 5DT(D) er en lukket r-form pa D

,

for r> 1, harvii beviset for Poincare's lemma explicit
fundet en (r-1)-form pd D, nemlig h, (w) Eépr'1(D), s ledes
at w = d(hr_1(uj)). Dette kan vere nyttigt at vide i konkrcte
situationer.

Opgave 1, Lad D vare en &ben delmengde af E?, som er

stjerneformet m.h.t. O0€D ¢ EY,
= 1
Lad W vare en lukket r-form p& D for r > 1, og lad W,
; =
vere en (r-1)-form p& D, s& w = du)o .
i. Vis, at w' = W} + konstant er samtlige O-former
pd 'D;, sAw=.4dw' . : )
- ' 2 1" n r-2
r> 1. Vis, atw =w _  + dw for w Eéa (D) er samt-
lige (r-1)-former pa D, sa w = dw' .

r =1L
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Opgave 2. Lad (u1,u2,uq)€EE3 vere de smdvanlige koordina-
ter pa E3. )

Betragt fglgende system af sammenhgrende partielle differen-
tial ligninger:

OR 39 _ _
au2 au3 1
b _d¢m. _,
5u3 au1 2
99 _3p  _

¢, iy TR, T M3,

hvor P,Q,R: B> —> E' er differentiable afbildninger.

Vis, at systemet har en lgsning og find dernzst samtlige
lgsninger.

Hint. Betragt 1-formen

wl

|

qu + Qdu2+ Rdu3

og 2~formen
w = Adug"\du3 + Bd.u3Adu1 + Cduf\du2
pa B,
( Vis, at @ er lukket, hvis og kun hvis
oA . 9B L Q¢
o, 0Us oYy

Bestemt dernmst dw)' , Lgs opgaven.

= 0

Vi ¢gnsker nu at beregne Hn(Mn), for en kompakt, sammen-
hzngende orienteret differentiabel mangfoldighed.

Dette kraver en tcknisk forberedelse, Lad X7 vare
fglgende lukkede n-kubus i E°

KR = {(-:11, .._..,un)EEn| lui| ¢ 1 for i=1, ...,n}

Lad endvidecre a: E1-—%]§| vare en reel funktion af en
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reel variabel, sadledas at

i) YteE':a(t) 20
i) st(a) € XK' = [-1,1]

iii) J’1 a=1.
E

Definer dernest en n-form .flEn pa E® ved fastsazttelsen:
ﬂEn (uyy wonnwy) = aug) ovalu,) duga.,,. Adu,

for ethvert (uy, «..,u ) e B,
Det er nu klart, at

"(En'O'En -

Fra lemma 12.4% fglger umiddelbart, at mengden af former
pa E' med stgte inden for K? udggr en differentielt graduerct
del~algebra af g@ (EM).

og at

Lemma_14.9. Der findes en linemr afbildning I _, fra vek-

torrummet af n-former pa E' med stgtte 1 K? til vektorrummet
af (n-1)-former pd E° med stgtte 1 XK', siledes at

AT, 5 (W) = w- (JEnw)QEn

for enhver n-form w pa E° med stette 1 KO,
Bemzrk, at st(I,_,(w)) ¢ K" .

Bevis., ILad (©w vere en vilkarlig n-form pa E?  med stgtte

Som bekendt findes der en entydig bestemt differentiabel
funktion f: E® —> E1, sadledes at

Wy eeeyu ) = £luy,y coyudduga,, . aduy
fOI‘ CthVért' C‘-l»l 1 . w4 ’un ). E_...Er}a«". :.:.I"' "

Bevisct forlgher vod induktion,
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n = 1. Definer

4
iy =\ {zo - a(t)'([m‘”)} at

Da bdde a og f har stgtte inden for K og SE1 a=1,
ser man let, at st (I, (W) <€ K'.

Det er endvidere klart, at

(dIO((.u))(u1) {f(u1) - a(u1)-(’(E1uJ )} du,

It

]

w(uy) - <jE1w>QE1 (uy)

for cthvert u, € E‘I . Dvs,

di (w) =w- (fE1w )QE1 ,

hvilket skulle vises, Det er klart, at I, séledes konstrueret
er linezr,

n =2, Betragt for ethvert quEfI 1-formen €I, pa E'

defineret ved fastszttelsen: 2

1, -
Vu1 €EE 'wu2 (uqg) = £(uq,u,) du,

1, kan vi danne O-formen I (w ) pa B,
Y2

Da st((uu ) €K

Der :gelder sé

st(To(wy )) 8 !

Idet p: E2 =/ E1 betegner den naturlige projektion, define-

rer vi nu I,I((.u) ved fastszttelsen:

I,w)(uyyuy) = p*(IO(uJuz)) (uqyu,)n du,

- | ) eo{ E'th - a(t)-( Ezw ) dt)a(u1) duy
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Da '

. ] 1

i) st(Io(u.)uz)) C K Yu, €E

i) I (w, 2 =0 for [u,|>, idet Luu2 = 0 for |u,|>

Of IO er linezr.
J'uz

111) {[wkcu:: W for uy > 1
| o ol t E2 2 E

iv) J’ a=1
E1

indser man let, at

st (I, (w)) € K,

En lille overvejelse viser endvidere, at 0111(u1))(u1,u2)

( o uJuz - a(ua)-( Equ ) du, A a(u1)du1

+

(JE1 o) & (ap) dugndu, - (f w) Lo tuy,uy)
=w(u‘1)u2) - ( w)Q‘p2 (u1, 2)

Vi ser altsa, at |
4T, (W) =w- (ngw)_Q.Ez

hvilket skulle bevises. Det er cndvidere klart, at I, sdledes
defineret er linear,

Vi har stadig

Induktionsskridt. Antag, at In_2 er konstrueret.

wlugy «..ou,) = fluy, eoeyUy) dug A L, Aduy

for cthvert (uy, conaylp) e,
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(
For ethvert un.GEﬂ definerer vi (n-1)-formen w pa
g1 yed fastsmttelsen: n
u)un (Uqy eeesy q) = f(ugy weeyuy) duga ... Aduy g
for ethvert (uy, ...,ulil 1) e E%T,
Da st(u) ) € k" kan vi danne (n-2)-formen I 5 (w_ )
P =1 n n= un
pd EXTU,
Der gzlder si
n-1
st(In_2(uUun)) €K .
Idet ©p: Bl — En'1 betegner den naturlige projektion
.(JJ definerer vi mu In_1(0J) ved fastsattelsen:

I q(w)uy, ooasyy)

= p*(I, 5 &D )) (uys eeoyu)Aduy

¢ (=101 (Juoo I a Wy - a(t)-(!ﬁnaJ)} dt)a(u,)...alu, ;)

-du1’\ eea N d‘lln_1

Man verificerer nu som for n = 2, at st(In_1(a))) < Kn, .

og at
AL, (W) =w - (jEnw).Q-En

Det fremgér cendvidere, at I, 4 er linesr.
Dermed er beviset fgrt.

Lemma 14 10. Lad M? vzre en parakompakt orienteret dif-

ferentiabel mangfoldighed, og lad A vare en kompakt delmzngde
af M. Antag, at der findes ct kort x pa M med koordinater
i D¢ En, sdledes at K'C D og sdledes at A = x(K ).
S4 gelder:
Hvis w eor en n-form pd M, sdledes at st(w) C A

og |w = 0, findes der.cn (n-1)-form w' pd M med
M



st(') € A, saledes atw= dw' .

N
™ l,"'""" 7 Y
D Vi . ) N

‘ /"'//{4 ’i'//r;
=

3
Sy A7 Ed ik &
I 3&2.
\ % /".f, g 1’/?
e

Bevis. Betragt n-formen x*(w) pd D. Da st(x*(w)) C

K*c D, kan vi definere en differential form w* Dpa B ved
fastszttelsen:

w*ID = x*(w)
wW*|ED = 0

Tdet g w = 0, far vi pr. definition af integralet, at

Ifglge lemma 14,9 findes der s& en (n-1) form (w')*

pa EY, sdledes at st (w')*) - K' og siledes at wW* = aleo' Y*)
ba x: D —> x(D) er en diffeomorfi, findcs nu en en-

tydig bestemt (n-1)-form w' pé& M, s&ledcs at st(w') € A,

og sdledes at x*(W') = (w')*|D.
S84 far vi:

x*(w) = A(x*(w'))= x*(dw)

nvoraf fglger, at W = dw)'. Hermed er beviset fgrt

Dot vaesentlige skridt i udregningen af Hn(Mn) er indcholdt
i fglgende sztning, der ogsd har interesse i sig selv.

n

Setning 14.11, Lad M~ vzre en sammenhzngende, kompakt,

oricenteoret diffcerentiabel mangfoldighed. S& galder: g

™ n-form ) pad M er exacl, hvls vg kin hvis \w= 0.

M

Bevis. Antag fgrst, at w cr cn exact n-form pa M.

Der cxistcrer sd en (n-1)-form w' pd M, sdledes atw = aw'.
Fra Stokcs' sztning fglger nu ctraks:
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51.0 du) f = !=O,

hvilket skulle bevises,
Antag nu omvendt, at (U er en n~form pd M med SMLQ = 0,

Da M er kompakt, kan vi finde en endelig overdszkning
VosVqs «ve,Vy af M med &bne mengder, sdledcs at der for et-

hvert i = 0,1, ,..,k findes en aben mangde U; 1 M med
fglgende cgenskaber:

i) ViC. Ui

i1)  U; = x;(D) for et positivt orienteret kort X; pd M

med koordinater i den &bne mengde D € E?,

iii) Kn-{(u,l, ...,un)EEnl Iui|<‘l‘£CD

i) V.

. n
i Xy (int K™) .

i

SV /g

,-adf = {fo’f‘l""’fk§ verc en deling af enheden associe-
ret med overdskningen 77 =of Vo Vo, ...,Vk} .

Velg nu ¢n n-form Qo pd M, sfledes at

st(QO)CVO og jMQO =1,

Pdstand. Tor hvert o = 0,1, ...,k findes cn recl skalar

Cy OB Cn (n--'L)-formLag>< pad M, sidlcdes at

ffx_:_ozdc%-(+cﬂ

=3 o

Bevis_for_péstand. Da M er sammenhangende, kan vi finde
i overdszkningen ﬁ/, saledes at

Uy 4 8 Vi V42 LY 1) v+



]
41

at

Velg nu n—formcrj}i )

sL(S)i

st(f).i2)c.vi;mviz

st

Y V. NV,
1 o Iy

(_O;i_)cvi
]

3=1 J

st(.O. )V NV, o8

3

Betragt sa formen Qi "Qo

Fra lemma 14.10 fglger sd, at der findes en
~) o
L0, Pa

Betragt dernzst Tformen Qi _Qi

1

pa

o ‘(MQiZ

st(Qi1 -_Q_O) c st(Qi1)u st(Qo) v,

EM - -

¥
|

st

Loemma

M,

sdledes at

_0_11' ’QO = da‘jo .

(Qi2 SONBES

14,10 giver nu igen

siledes at

Q,, -

P& denne made bestenmer vi

M,

hvor

til sidst

2

e [ Q -Q,

1

pa

M. Vi ser, at
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sdledes at

(n-1)-form

M., Vi finder her,

1

)

0

existensen af e¢n (n-1)-form

nu

i

d

(n-1)~formcr 5501531 ,..,Et%
1

Nt

W

J

r~J
w

A
i

J



Betragt nu endelig formen giuj - qx:fld, hvor ¢ = f w .

Da M
st(fw - gx.ka)c:qx

og _

J#(Qiu) - Qi!ikx) = 0

findes der ifglge lemma 14,10 en (n-1)-form Céx;ﬁ. M, saledes
at
~J

Ved addition af alle de udledte formler finder vi nu:

£ c _f)n = d(io+ c W, + )
oLw - ‘x - w“ (deij LI ) + %{LOO -

~J Y o
Settes w), = ﬂugﬁ C,h + co.. + Cc,¥ 4 far vi nu netop
den spgte formel
fdwz dwo(+ ca{.O_O .
Dztte beviser pistanden,

Da éﬁw er en deling af enheden far vi nu:

w - S f L2 = d( ‘4) T 04 -
C‘-'O : d o == d-. : G( Q

Setter vi w' =
ligning til

'M,

k
w, og ¢ = E ¢, , reduceres denne
=0

w=dw + ¢ .

Ved integration af denne ligning og udnyttelse af Stokes!
setning far vi:

4 \ J’
- d . =c .
S?QJ Jr& wore nglo ‘

Da SMQ)= 0, far vi altsd c¢ = 0 og derfor W) = dw' . Dette
viser, at e« er exact.
Dermecd er sztning 1%.11 bevist,
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Den gnskede sztning fglger nu let.

Setning 1%.12. Lad M

vere en sammenhzngende, kompakt,

¢y 9P iy — B () vere den linesre afbildning, som afbilder
on n-form pa sin cohomologiklasse. Lad endvidere R vere de

reelle tals legeme., S& galder:
Der findes en entydig bestemt isomorfi

Fy: B 0D — R
mellen reelle vektorrum, sfledes at fglgende diagram er kommutativt
D™ (M) j
\\\\\Ei
/’IJM
HM (M)

Specielt gelder altséd: HH(M) g’ﬁ{.

evis. Taet UMM = 2700 har vi

i

Hn (M) =gfn(M)/Bn(M)

Da,‘LI ¢r O pa B (M) ifglge Stokes' satning, findes der
en entydig bestemt linesr afbildning 3M , sa det omspurgte dia-
gram kommuterer.

Der findes en n-form ¢ pa& M, sdledes at jyw = 1.

Da i er lincar, viser dette, ot Fy er ph.

Antag dernzst, at :}M(CM(LU)) = 0 for en n~-form ) pa M,
Da w = 0, fglger sd fra satning 1.1, at w er exact. Der-
for er cyl(@) = 0cH*M). Da in er linemr, viser dette, at
F, er 1-1-tydig.

Vi har dermed indset, at ,}ﬁ_ er e¢n isomorfi, og beviset

er fegrt.
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I det fglgende har vi brug for at vide, at en differentiabel
afbildning F: M® —> N™ aitid har en regular vzrdi, Dertil bemzr-
ker vi f@grst, at behandlingen af regulszre punkter og verdier i
"Tndledning til differentialgeometri og differentialtopologi”,

§6 ikke benytter, at mangfoldighederne ligger i euklidiske rum,
Tcorien her gar derfor uzndret over til vilkarlige differentiable
rangfoldigheder,

Existens af regulzre verdier sikres gennem fglgende satning:

Sztning 14,13, Lad F: M® - 8" vazre en vilkirlig diffe-

rentiabel afbildning. Sa gelder:
Mzngden af regulers verdier for [' udggr cn overalt tat del-
mengde af N.

Denne sztning skyldes A,B. Brown (1935). Den fds nu som et
korollar til en mere generel sztning af A, Sard (194%2), der for-
t@ller, at mengden af kritiske vardier for F har mdl nul pd N
(mdl nul kan let defineres). Sard's sztning spiller en vasentlig
rolle i differentialtopologien. Vi vil ikke bevise den her, selv-
om det ikke er uoverstigeligt vanskeligt. Forskellige beviser
kan findes i f.eks. Sternberg: "Lectures on Differential Geometry"
og Milnor: "Topology from the differentiable viewpoint'.

Vi kan nu bevise fglgende sztning:

pakte, orienterede differentiable mangfoldigheder, og 1ad
F: M — N vsre en vilkdrlig differentiabel afbildning.

Sstning 14.1%. Iad M® og N'  vare sammenhzngende, kom-

S4 findes et helt tal deg (F), kaldet afbildningsgraden

for F, saledecs at

j F#{w ) = deg (F) 'JNLO

L

for enhver n-form wW pd N,
Hvis F(M)+N (dvs. F afbilder ikke pd) er deg (F)= 0 .
Hvis q €N cr en vilkirlig reguler verdi for F med

PP (q) + & er

deg (F) =) ign (F, )
cg (F :E;EF"j(q) S1gn *p ?
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hvor sign.(F*p) er +1, hvis isomorfien F*p: prb4+ TqN be-

varer orientering og -1, hvis F*p vender orientering.

Bevis. Da M" og ¥ oer sammenhengcnde, kompakte og

orienterede, far vi ifglge sztning 14,12 fglgende kommutative
diagram:
F*

K > )P ()
YN (2 CV

n Tiey
H(N) ———— H (M)@ j

'(N O/ H(F) B
/o "3'\

Da. EIN og :;M er isomorfier, findes der netop én linesr
afbildning [R ---> R , som ggr diagrammet kommutativt. Denne
linesre afbildning md ngdvendigvis vere multiplikation med et
rezlt tal deg (F) . Da det store "rcktangel" kommuterer, fér vi
s& netop

_fF*(w) = deg (F) - ‘(‘U
M N

for en vilkarlig n-form LL)Eéan(N) .

Vi vil nu verificerc, at deg (F) er et helt tal,

Antag fgrst, at F(M)4 N, Da M er kompakt og F er
xontinuert, bliver NNF(M) s& en ikke-tom &ben delmmngde af N.
Vi kan derfor finde en n-form w pa N, siledes at

st(w) CUNF(M) og jmw £ 0

Da F*(w) = 0, finder vi sa

0= ‘fM F*(w3) = deg (F) » 1\;—U

Dette viser, at deg (F)= 0 og altsa spceielt et helt
tal,
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Antag dernzst, at F(M)= N, og lad q€N vare en vilkarlig
regulgr verdi for F (existens sztning 14.13),

Lad Py oeesPy vere de endelig mange regulszre punkter i
F'(q) ("indledningen" lemma 6.2).

Ved samme fremgangsmdde som i beviset for lemma 6.4 ("indlcd-
ningen") kan vi finde en 2ben omegn V af q€N og for hvert
i=1, ..., k ecn &ben omegn U; af p,; €H, sdlecdes at

i) Uyy eesyU,V  er sammenhzngende.
i) Uyjn Uy =@ for i j.
iii) F-IU’izUi —> V er en diffeomorfi for ethvert i = 1,..,k.
-1 k
) FNV) = {J U,
i=1
Lad nu  vare en n-form pd N, saledes at
st(w)cV " og 500 4+ 0
N
P.gr.a, iv) vil
SHF () F ) = Uy .
i=1

S4 f&r vi p.gr.a. ii)

k
JF*(w) =2 f (F*(w) 1 1))

4 l=1 Uj:

i=1

Uy
Da ZUi er sammenhzngende (1)) c¢r diffeomorfien F | Ui: Uif—tv
orienteringsbevarende, hvis og kun hvis F*p Tp bd—a-TqN er

orienteringsbevarende, Fra opgave 2, side 224 f¢1ger sa:

fu_(FlUi)*(w') sign(F*pi) . ,(vwl v

It

i

sign(F*pJ_° 5103

¥
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I dvn sidste omskrivning bruger vi blot, at st(w)CV.
Sa far vic

i
S () = (> sign(F,_ )) - |
M i=1 pl N

juok 0, viscer denne ligning, at

deg (F) = S_ sign (F

)
i Pi

-}

sign (Fy_.) .
peF (q) *Pi

Dobte viscer bAde at deg () or ¢t helt tal og den sggte
formel.
Dermed or setning 1%.1% bovist,

Bergrkning. Afbildningsgrad nf on afbildning blev defineret

af Bprouser 1911, Efter Brouwer har begrebet f.oks, gennem

H, Hopf's arbejder halt stor betydning for udvikiingen of topolo-

sion,

Af formlen for deg (F) i setning 14,1k ser vi, at afbildnings-
graden toller, hvor mange gange billedet af TI': M — N - overdak- -

™

ker ¥ positivt minus antoellet af gange billedet af F over-

Jukizer N nopativt,

L&

f. Laa M° op N' vare sammenhengendc, kom-

paxte, orionbterede differentiable mangfoldigheder,
Heis P,G 3 M'—» X' or glat homotope afbildninger, da er

Jos (F) = deg (O

i oA - L 1,04 .+ 3 -\ _ L
‘5 cd * 5 ;n‘!{_\ ™o o aues e ot G (: = d'\::ﬁ l\u} .
.
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Bemgrkning. I 1926 viste Hopf, at for N% = " galder og-
s& den omvendte sztning, dvs. hvis deg (F)= deg (G) for
F,G: M —» s, daer F og G glat homotopc. Diffcrentiable
afbildninger F: M® — s er sdledes op til glat homotopi bestemt
af afbildningsgraden.

kompakte, oricnterede differentiable mangfoldigheder.
ris F: M > N og G: W' = 1" er vilkirlige differen-
tiable afbildninger, gazlder formlen:

deg (GoF) = deg (G) *deg (F) .

Hvis F: M® ~> N er en orienteringsbevarende diffeomorfi,
sr deg (F)= 1.

Hvis F: M' — N* cr en orienteringsvendende diffeomorfi,
er deg (F)= -1.

Bevis: Overlades til laseren.

Hvis A: S® — s er den antipodiske afbildning, berazrker
deg (A) = (=)

Vi vil nu til slut skitsere en cnkelt anvendelse af afbild-
ningsgrad. Vi skal her betragte n-dimensionale del-mangfoldig-
heder af B!, sikaldte hyperflader 1 EY',

Lad M' vzre on orienteret hyperflade i En+1u Til enhver
sddan hyperflade er der knyttet ecn differentiabel afbildning

! n
GM.M —> S

den sdkaldte Gauss afbildning (cngelsk: Gauss map eller sphere
map). Definitionen af Gy forlgber sdledes:

For ethvert pEeEM betragter vi den positive gnhedsnormal
Z til M 1 pé€M, dvs. den cntydigt bestemte tangentvektor
Zp € ‘I‘p o , saledes -at
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i) (z = 0 for enhver tangentvecktor XpEfr M

p’xp)p p

. _
ii) (Zp,Zp)p

iii)  Hvis {X;, cevy X;E er en positiv basis for TN,
da er {x;, veosy Xg;z?ien positiv basis for TpEn+1 .

Man kan let indse, at der herved defineres et differentiabelt
normalfelt Z pd M med verdi Zp i p€eEM, Antag, at Z er
beskrevet ved de differentiable funktioner 2z.,, «..,Z, q4: M —> E1,
dvs.

Vp € M: = (21(p), voey Zn+1(P))p

Z
o)

Gyz M > s® er nu den differentiable afbildning fastlagt
ved

Vo eM: Gy(p) = (24(D)y vevy Zypq(P))

I den algebraiske topologi findes cn topologisk invariant,
som til enhver mangfoldighed M knytter et helt tal X (M)
kaldet Euler karakteristikken af M,

At X (M) er en topologisk invariant betyder, at X (M) =
Rf(M'), hvis M og M er homeomorfe.

Hvis M' er kompakt, og R,, ...,R,  or cn opdeling af
" i n-dimensionale intervaller kan X (M) Dbestemmes som

M
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n "
A (M) =_: (-1)* Cy M) ,

i=0

hvor
ci(bD = antallet af i-dimensionale sidefladecr

i Ryy oeeyByo

pr—fmlinar e —f—=p ey

~

I denne opdeling af S° ser vi, at c_(8°) = 8, c, (M) = 12,
og 02(M) = 6. 5S4 f&r vi

(%) = o () - ¢ () + (M) = 2,

Exempel slut!

Bris M er en sammenhzngende, kompakt, orilenteret hyper- "
flade 1 F*! kan man for n lige Dbevise, at

A (M) = 2. deg (GM) )

Hvis dVSn er det Riemann'ske volumen mdl pa st fglger
s3 fra satning 14%.14, at for n_lige galder:

X0 = iy - ,(M Gy*(aVgn)

For n = 2 specilelt:

X(M) = o JM Gy (dVg2) .
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I differentialgeomectrien indfgrer man en funktion K: M — ok

kzldet Gaussisk krumning. Hvis dVM betegner dct Ricmann!ske
volunen mdl pa M, kan K definercs ved fastszttelsen:

For lige-dimensionale sammenhsngende, kompzckte orienterede
hyperflader i B2 far viosa:

2
X(m==aﬁﬁﬁr--£MKdﬁi.

Integralet af den Gaussiske krumning er sadledes panzr en
konstant netop Euler karckteristikken.

Dette er et special tilfzlde af en bergmt sztning, den si-
kaldte generaliserede Gauss-Bonnet satning.

For flader i E3 hlev satningen bevist af Bonnet i 1848,
For vilkdrlige lige-dimensionale sammenhmngende, kompakte orien-
terede Riemann'ske mangfoldigheder blev sztningen uafhsngigt be-~
vist af Allendoerfer og Fenchel i 1940,

For flere anvendelser kan henvises til:

Milnor: Topology from the differentiable viewpoint,
Hicks: Notes on Diffcrential Geometry.
Sternberg: Lectures on Differential Geomctry.

Opgaver

ave 3. Konstruer en differentiabel afbildning a: E1eé-E19
sdledes at a(t) > O for ethvert t EEJ, st(a) ¢ [-1,1] og

Opgave Y4, Beregn alle De Rham cohomologi grupperne for

Torus T = S1x 81 .
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Opgaverne 5, 6 og 7 er forbundne.

Opgave 5. Lad M? vare en sammenhzngende, kompakt orienterect
hyperflade 1 En+1, og antag, at der findes et differentiabelt
vektorfelt X p& M, slledes at X, + 0 for ethvert péEM,

Vis, at deg(Gy) = 0, hvis n er lige.

Opgave 6. Lad 1;6(8 ,h) vare kuglefladen 2 med h hanke.
Vi sztter 3{(8 ,0) = s2. For h > 1 fremkommer ?f(s s )

ved at lave h "huller" i S som vist i f¢1gende figurer:

3{(8"' 1) = Torus :

o 5D =

fngiv for h > 1 2h differentiable afblldnlnger Stn%gfisg,h
der ikke er parvis glat homotope.

Altyd et bevis for, at éﬁfksz h) ikke er diffeomorf med
df’(b ,n)f‘or h#n'

Vis ved at benytte formlen X (M) = 2 -deg(Gy), at

X Hs2,m) = 2 -(1-h) .

Opgave 7. Vis fglgende sztning:

Torus er den eneste sammenhsngende, kompakte orienterede
flade i -E3, hvorpd der findes et differentiabelt vektorfalt
uden nulvektorer.

Det er tilladt at bruge fplgende sztning uden bevis:

Enhver sammenhsngende, kompakt orienteret 2-dimensional
differentiabel mangfoldighed er diffeomorf med éf?s h) for et
eller andet h. (h kaldes mangfoldighcdens genus).

Et differentialtopologisk bevis for den citerede sztning
kan findes i Wallace: "Differential Topology".
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Opgave 8. Betragt B3 med smdvanlige koordinater
(u1,u2,u3) € B,

Lad M vare enhedscirklen i u, u3 - planen og lad N(r) vazre
cirklen 1 u,u,- planen med centrum (r,0,0) og radius 1.
Definer for alle r forskellig fra -2,0,2 en afbildning

1: MXN(r) = 82

ved fastsmttelsen:

VxeM VyeN(r): 1(x,y)= fri?YLﬂ

Beregn deg (1) for alle r forskellig fra -2,0,2 .

deg (1) er det sdkaldte linking number for M og N(r).

Linking number kan defineres tilsvarende for sammenhzngende,
kompakte orienterede disjunkte del-mangfoldigheder Mt og i

i Ek, hvor n+n = k-1,

/ey
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A.1.1

P . i ) e s o
e e o e e i e i i

Begrebet kategori omfatter de fzlles trak ved visse systemer ...
objekter og afbildninger mellem disse. Betragt f.eks. mengder og :al.
vanlige afbildninger, topologiske rum og kontinuerte afbildninger,
differentiable mangfoldighder og differentiable afbildninger, veck-
torrum og lineare afbildninger, Lie-grupper og Lie-gruppe hcmomor-
fier. Faelles for disse systemer er, at visse afbildninger kan sammen-
settes, og at den associative regel gelder for sammensztning af
a7bildninger. Endvidere har ethvert objekt en identisk afbildning
p4 sig selv.

Nar vi bemerker, at man i en vilkarlig kategori kalder en af-
bildning for en morfi, skulle fglgende definition vare begruncet:

e I o T i e S = S e i e arm g e e

a. En klasse af objekter A, B, C,...
L.7or ethvert ordnet rar af objekter A og B en mzngde af

mopfier Hom (4, B) med elementer f, g, h,... . For
f eHom (A, B) bruges skrivemaden f: A—B,
¢ For enhver trippel af objekter A, B og C en sammensztning

af merfier givet ved en afbildning

Hom (A, B) X Hom (B, C) —> Hom (4, C).
Hvis fe€Hom (A, B) og g€ Hom(B, C) bruges betegnelsen gef
for sammensstningen af £ og g.
C%'kaldes en kategori, hvis systemet af objekter og morfier i
, h og ¢ tilfredsstiller:

I

=

at. 1. Hom (A, BYNHom (A', B') = ¥ medmindre A=A' og B=B'

|

=

at. 2. (Identiteter) For ethvert objekt A findes en morfi
U Hom (A, &), séledes at f<>1A=f og 1,° g=g, nar sammensazinirn’
er mulig, d.v.s. nar f: A—B og g: C—4A,

Kat.3., (Associativitet) Hvis feHom (A, B), g€Hom(B, C) og hEHumfi:ff

gzlder, at (heg) @ f=he(gef).

Definition A_1.2. En morfi f: A—B 1 en kategori Cl kald~s

en gkvivalens i 4 , hvis der findes en morfi g: B—A 1 L ,

shledes nt gof = ! og feg = is.
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_________ A 1.3, Hvis - A--B og g: B—9A er morfisr
i en kategori (%, og g°f = 1,, kaldes g en venstre invers =il
fy og f en hgire invers til g. g kaldes en to-sidet invers
til f, hvis gef= 1, og feg = ne

Definition A 1,

Lemma_A_1,%. Hvis en morfi f:A—»B i kategorien Ck har.

badde en hgjre og en venstre invers, er disse ens, og f er en
#kvivalens.

f:A—>B .har en entydig bestemt to-sidet invers. Denne morfi bheteg-
nes ofte £,

Opgave 2. Bevis lemma A 1.k4%,

N&r man skal angive en kategori, skal man specificere objekter,
movi'ier og sammensztningsreglen., Hvis det er klart, hvad samrenszt-
ningen skal vare, nzvnes denne ikke explicit,

T mange samrenhenge er det klart, hvilke morfier der naturligt
hgrer samnmen med en given klasse af objekter, F.eks. hgrer kontinu-
erte afbildninger naturligt sammen med topologiske rum, og linesare
afbildninger sammen med vektorrum. I sédanne tilfelde benzvner man
ofte kategorien v.hj.a. dens objekter. F.eks, er kategcrien ar to-
pologiske rum den kategori, hvis objekter er alle topologiske rum,
og hvis morfier er alle kontinuerte afbildninger (Pramcist: Hvis A
og B er topologiske rum, er Hom(A, B) mengden af kontinuerte afbild-
ninger fra A til B),

1) Kategorien af mgngder Morfier: sadvanlige afbildninger.

2) Xategorien af topologiske rum Morfier- kontinuerte afbild-

ninger.,

3) Kategorien af vektorrum over et legeme k Morfier: linemre

afbildninger.

kY Kategorien af grupper Horfier: gruppe homomorfier.

5) Kategorien af differcntiable mangfoldigheder Morfier-
diffcrentiable afbildningrty

8) Kategoricn af Lic-grupper Horfier: Lic gruppe homomorfier.
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A 1.3,

7} Xategorien af Lic-algebraer over et legeme k

Morfier: Lie-algebra homomorfier,

Opgave_3. Vis, at allec ovenstiende exempler virkelig er kate-
gorie;:_ﬁgggper zkvivalenserne i de enkelte kategorier?

I andre sammenhznge kan man vgre interesseret i at indskranke
eller udvide den naturligt forekommende klasse af morfier. F.eks.
kan man betragte klassen af mzngder med injektive afbildninger som
morfier, eller k%lassen af differentiable mangfoldigheder med kon-
tinuerte afbildninger som morfier. I sddanne tilfzlde benzvner man

ofte kategorien ved at fremhave bade objekter og morfier.

8) Kategorien af mengder og injektive afbildninger
Tilsvarende med surjektive og bijektive afbildninger,.
9) Kategorien af differentiable manefoldisheder og kontinuerte
afbildninger.
10) Kategorien af metris